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@ Weizsäcker, C.F. von: The history of nature. — Translated by Fred D. Wieck. 
London: Routledge and Kegan Paul, Ltd., 1951. 180 p. and 8 plates. 12. 6.d. 


Nevanlinna, Rolf: Das Darstellungsproblem in der Mathematik. Mat. Tidsskr. 
A 1951, 79—89 (1951) [Dänisch]. 


© Goodstein, R. L.: The foundations of mathematies. Leicester: University 
College 1951. 27 p. 

This is the text of an inaugural lecture given by the author at Univ. College 
of Leicester in November 1951. It is a brief summary, intended for the general 
reader, of work on the foundations of mathematics from Euclid to the present day. 

J. ©. Shepherdson. 

@ Becker, ©.: Einführung in die Logistik, vorzüglich in den Modalkalkül. 
Meisenheim am Glan: Westkulturverlag Anton Hain 1951. 92 $S. DM 19. — 

Das Buch will nur eine Einführung sein und wendet sich an den ‚allgemeinen‘ Leser, 
der, etwa aus philosophischem Interesse, die moderne Logik kennenlernen will. Die aktuellen 
Probleme der mathematischen Logik (z. B. Widerspruchsfreiheitsbeweise, Entscheidungs- 
verfahren, höhere Prädikatenkalküle) sind daher nicht behandelt. — Eine Eigenart des Buches 
ist, daß es als Vorbereitung für eine Darstellung der Modallogik dient. Schon in den ersten 
Abschnitten: I. Boolesche Algebra, II. Aussagenkalkül, III. Funktionenkalkül (hier ist auch 
der Sequenzenkalkül kurz dargestellt) wird an mehreren Stellen darauf hingewiesen, daß bei 
der Erörterung die Modalitäten „ganz ungesucht‘‘ auftreten. Insbesondere wird nach dem 
Verf. für die Problematik der de Morganschen Regeln bei unendlichen Konjunktionen und 
Disjunktionen ‚‚erst eine modale Deutung Klarheit schaffen können“. Auch bei einiger Skepsis 
gegenüber diesem Programm wird man begrüßen, daß Verf. versucht, die Modallogik aus ihrer 
unverdienten Aschenbrödelrolle zu befreien (man vergleiche nur die wichtige Stellung der 
Modallogik in der Antike!). Dies gelingt Verf. vor allem dadurch, daß er die Modallogik im 
Anschluß an seine eigenen Arbeiten [vgl. dazu: Bl. f. D. Philos. 16, 587 (1943); 18, 82 (1944)] 
als eine Erweiterung der Aussagen- und Prädikatenlogik darstellt. Die Untersuchung wird 
zunächst auf die Modi 1. Grades (N = notwendig, M = möglich) beschränkt und der Ver- 
gleich mit den Lewisschen Systemen durchgeführt. Läßt man Modi beliebigen Grades zu, 
so wird gezeigt, wie man diese durch Zusatzaxiome, z.B. Mp = NMp, reduzieren kann. 

P. Lorenzen. 

Marezewski, E.: Sur les eongruences et les propri6tes positives d’algebres ab- 


straites. Collogquium math. 2, 220—228 (1951). 

Unter einer Algebra versteht Verf. eine Menge X mit endlich vielen endlichstelligen, 
eindeutigen, unbeschränkt ausführbaren Operationen, genannt „primitive Operationen“. In 
bekannter Weise werden Kongruenzrelationen und Quotientenalgebren modulo Kongruenz- 
relationen definiert. Problem: welche ‚.Eigenschaften‘ einer Algebra sind gegenüber Quotienten- 
bildung invariant? — Um den Begriff der „Eigenschaft“ zu präzisieren, geht Verf. folgender- 
maßen vor. Als „Elementaroperationen“ bezeichnet er 1. alle primitiven Operationen, 2. die 
identische Operation, 3. alle aus den beiden erstgenannten durch a) Identifizierung von Variablen, 
b) Anhängung von Variabeln, c) Superposition hervorgehenden Operationen. Eine „Elementar- 
gleichung“ ist eine Gleichung zwischen zwei Elementaroperationen: P(&1, +. ., u) pP (%1s +++, &n)» 
genommen offenbar (was Verf. nicht ausdrücklich sagt) für ein bestimmtes Wertsystem 
(&1»+ - > &n). Jede aus Elementargleichungen prädikatenlogisch aufgebaute Aussagenfunktion 
(bzw. Aussage) heißt eine „‚elementare Aussagenfunktion“ (bzw. „Klementaraussage“); diese 
heißt „positiv“, falls in ihrem Aufbau die Negation nicht vorkommt. Als „Elementareigen- 
schaft‘ bzw. „positive Elementareigenschaft‘ einer Algebra bezeichnet nun Verf. eine solche 
Eigenschaft, die durch eine elementare bzw. positiv-elementare Aussagenfunktion (oder Aus- 
sage) ausgedrückt werden kann. — Es gilt der Satz, daß jede positiv-elementare Aussagen- 
funktion, speziell jede positive Elementaraussage, gegenüber Quotientenbildung invariant ist. 
Das überträgt sich natürlich auf die positiven Elementareigenschaften. Hier erhebt sich nun 
das folgende Problem: Ist eine nicht kontradiktorische, gegenüber Quotientenbildung in- 
“ variante Elementareigenschaft positiv? J. Los hat eine positive Beantwortung dieser Frage 
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angekündigt. — Im Interesse der weiteren Präzisierung der Begriffe wäre nach Ansicht des 
Ref. eine klare Trennung des mengentheoretischen und des metamathematischen Standpunkts 
angebracht. Offenbar versteht Verf. unter einer Algebra doch etwas anderes als eine bestimmte 
Menge mit bestimmten Operationen, etwa einen ganz bestimmten Körper, sondern eine 
Klasse von Algebren, etwa die aller Körper, mit gewissen, für die ganze Klasse gemeinsamen 
Operationen, etwa Körperaddition und -multiplikation. J. Schmidt. 
Vaeearino, Giuseppe: Il calcolo dei predieati. Archimede 3, 105—111 (1951). 
Questo articolo fa parte di una serie di articoli divulgativi (questo Zbl. 32, 243; 38, 7; 
40, 146), nei quali I’A. si propone di esporre sommariamente i principi della logistica, in modo 
da offrire un primo orientamento verso questa scienza. Negli articoli precedenti VA. si &occu- 
pato della logica (o calcolo) delle proposizioni, nella quale la proposizione & considerata come 
ente elementare, cio® come un tutto unico; in questo articolo si occupa della logica (o cal- 
colo) dei predicati, nella quale ogni proposizione & considerata anche come composta di ter- 
mini (argomenti e predicati). — In una prima parte l’A. tratta dei predicatidelprimoordine, 
ossia dei predicati che si riferiscono a cose (gli argomenti sono, cioe, variabili individuali). 
L’A. parla, per sommi capi, della quantificazione, della implicazione formale, della tratta- 
zione assiomatica del calcolo dei predicati, e riporta aleune formule universalmente valide. — 
Nella seconda parte l’A. accenna assai rapidamente al calcolo dei predicati di ordine supe- 
riore, ossia dei predicati di predicati (gli argomenti sono, cio&, variabili predicative). Vengono 
cosi toccate le seguenti interessanti questioni: regola dei tipi logiei di Russell, che risolve le 
antinomie logiche del tipo dell’antinomia (di Russell) dell’,,impredicabile‘‘; principio di 
Gödel e impossibilitä (in particolare) di dimostrare la non contradditorietä dell’aritmetica 
operando logicamente nell’interno dell’aritmetica stessa; teoria dei livelli linguistici, che 
elimina le antinomie semantiche. — A causa della necessaria brevitä che l’A. si & imposta, 
mi sembra che su questi ultimi argomenti, assai sottili del resto, sia rimasto qualche punto 
non chiaro. Cosi, anche confrontando con uno dei precedenti articoli dell’A. stesso (questo 
Zbl. 38, 7), non mi sembra risulti chiara quale sia la distinzione, secondo il pensiero dell’A., 
tra proposizioni prive di senso, antinomie, proposizioni indecidibili. F. Cecioni. 


Kalmär, Läszlö: Contributions to the reduetion theory of the decision problem. 
IV: Reduction to the case of a finite set of individuals. Acta math. Acad. Sci. 


Hungar. 2, 125—142 (1951). 

Part III see this Zbl. 44, 3: — The author shows that given any formula A of the first 
order predicate calculus it is possible to construct a formula B such that A is satisfiable if 
and only if there is no finite set on which B can be satisfied. Since the decision problem of the 
first order predicate calculus is unsolvable this gives another proof of the result of Trachten- 
brot (this Zbl. 38, 150) that the problem of deciding whether a given first order formula is satis- 
fiable on a finite set is unsolvable. As further corollaries the author deduces that the set of 
finitely identical formulae (i. e. formulae true on every finite set) is not recursively axiomatis- 
able, and that the set of first order formulae which are true on all finite sets but not on all 
infinite sets is not recursively enumerable. — The first step in the proof is to show that the 
satisfiability of A is equivalent to the consisteney of a certain axiom system W. In view of 
Gödel’s completeness theorem U could be taken to consist of the axioms of the first order 
predicate calculus together with the formula A; however the author remarks that it is simpler 
to deal with an elementary axiom system, i.e. one containing no bound variables, so he bases 
his proof on the lemma of Skolem and Herbrand which shows how to construct such an ele- 
mentary axiom system Y. Now the inconsistencey of Wis equivalent to the existence of a 
finite set of formulae constituting a proof leading to a contradiction. The above mentioned 
formula B is a formula whose satisfiability guarantees the existence of a set which may be 
taken as the set J of sub-formulae and sub-terms of a set of formulae constituting such a 
proof leading to a contradietion. It is obtained by introdueing predicates intended to repre- 
sent all the necessary syntactical relations between the members of such a set J and by inelud- 
ing statements of sufficiently many of the properties of such relations to ensure that, to 
within isomorphism, the intended interpretation is the only possibleone. J.C. Shepherdson. 

Suränyi, Jänos: Contributions to the reduetion theory of the deeision problem. 
V: Ackermann prefix with three universal quantifiers. Acta math. Acad. Sei. 
Hungar. 2, 325—335 (1951). 

Part III and IV see Kalmär, this Zbl. 44, 3 and preced. rev. The author proves that 
given any formula of the first order predicate calculus it is possible to construct an equivalent 
formula containing only unary and binary predicates, there being at most seven of the latter, 
and having a prefix of the form (3«,) (%,) (I%,) (%,) (Y5). The same result holds for the prefix 
(41) (381) (383) (Y5) (y). This is an improvement of a result due to Ackermann (this Zbl 
13, 241) that the decision problem of the first order predicate calculus is equivalent to the 
decision problem formulae with a prefix of the form (3%,) (y,) (3%) (%5) : - (ya); and also of 
a result of Turing (this Zbl. 16, 97) stating the recursive unsolvability of the deeision problem 
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for binary formulas with a prefix of the form (3%,) (yı) (3%) (%5) +: (Ye). — The author 
starts from the theorem, proved by him in the second paper of this series (this Zbl. 41, 351), 
that given any formula of the first order predicate calculus it is possible to construct an equi- 
valent binary formula of the form (x,) (%;) (x) (3%) M(%,, &, %;, y). By a classical result 
of Skolem if such a formula A is satisfiable then it is satisfiable on the set of all positive inte- 
gers; in addition the descriptive function y(%,, & %;3) whose existence is postulated by the 
formula can be taken as any function which takes no value twice and whose value is greater 
than all of its arguments. So if D(i, j, k) is any function which enumerates the ordered triples 
of positive integers then the formula A is satisfiable if and only if B= (t) (j) (k) M(i, j, k, 
®«t, j, k}) is satisfiable on the set of all positive integers. IE X, (n), Y,(n), Y,(n)are theinverses 
of ®, i. e. the solutions i = Y, (n), 5 = Y,(n), k = Y,(n) of the equation ®(i,7,k) = n, then 
B is satisfiable on the set of all positive integers if and only if C= (n) M(P, nm), P,n), P,(n), n) 


‚is. The binary predicates in M can now bereplaced by unary ones by writing F(P;(n\, Y;(n))= 


Gi,;(n) (i,5 = 1,2, 3). The final formula with a prefix of the form (3x,) (yı) (3%) (Ys) (Y3) 
whose existence is postulated is obtained from © by adding to it formalisations of the recursion 
equations for X, Y,, Y,. For asuitably chosen ® this can be done by bringing in seven binary 
predicates, two more universal quantifiers and two existential quantifiers, the first, (J2,)» 
expressing the existence of 1 and the second, (3J%,), expressing the existence of the successor 
OR ya: J. C. Shepherdson. 


Grzegorezyk, Andrzej: Undeeidability of some topologieal theories. Funda- 
menta Math. 38, 137—152 (1951). 

‚ The author proves the essential undecidability of various elementary theories of a topo- 
logfcal or geometrical nature. They include the elementary theories of closure algebra, of 
Brouwerian algebra, of the algebra of bodies, of the algebra of convexity and of the semi- 
projective algebra. — The elementary theories referred to here are theories formalized in 
the lower predicate calculus (without predicate variables); they all have the same logical 
constants (connectives, quantifiers, identity symbol), logical axiom schemes and rules of 
inference; each theory is determined by its non-logical constants (denoting the ‚„univers du 
discours“ and certain relations) and its non-logical axioms. The proofs are based on 
Tarski’s general theorems on undecidability (see J. symbolic Logic 14, 75—76 (1949)] 
and the results of Mostowski and Tarski (op. cit. 76, 77) on the essential undecidability 
of the theory of the operations + and - in the domain of non-negative integers. The author 
says, „Ihe main idea of the proof is that this arithmetic can be interpreted as an arithmetie 
of finite sets. Hence each theory in which we can define the class of finite sets and some 
operations on the finite sets is undecidable‘“. This arithmetie 7, of finite sets is the ele- 


mentary theory of the following relations between finitesets: A= B,A+B=0,4-B=(, 


B=A-+1. (Here A denotes the cardinal number of A and +, - the usual operations of 
addition and multiplication of non-negative integers.) The author shows that this theory 
is finitely axiomatisable and that its essential undecidability follows from the above mentioned 
theorems, since it can be interpreted as the arithmetic of the operations of addition, multi- 
plication and succession for non-negative integers. The first topological theory discussed by 
the author is the closure algebra; a theory is called a closure algebra if it has operations 
—,.*, —, and elements 0, 1 which satisfy the axioms of a finitely additive Boolean algebra, 
and an operation of elosure & satisfying the axiom Al: A+6A+C6EB=C(A+ B)- 
(— &(0)). (This is equivalent to Kuratowski’s four axioms for a topological space.) The author 
introduces a (non-elementary) closure algebra $, having the additional axioms: A2. Each 
non-null set contains an atom. Each atom is closed and there exist at least two atoms. 
A3 (Axiom of normality). A4 (The second axiom of countability of the basis). A5: The space 
is connected. A6: If A and B are two closed, isolated, disjoint sets such that (A-+- B) CE 


and Eis a connected open set, then there are two connected open disjoint sets C and D, such 
that ACC, BCDand (© + D)C E. He proceeds to show that the class of finite sets and 
the above operations on them are definable in an elementary way in S,; hence by adding to 
the axioms of the closure algebra the axioms obtained as translations of the axioms of 7, 


' via these definitions we get an elementary theory T, which is essentially undecidable 


(since T, is), finitely axiomatisable, and contained in 8,. Hence any theory 7 of closure 
algebra consistent with 7, or 8, is undecidable. From this it follows that an elementary 
topological algebra based on some topological notion ® other than closure is undecidable if 
it is consistent with 8, and if the notion of closure is definable elementarily in terms of ®. 
In particular this is true of algebras of topology consistent with $, and based on any of the 
following 8 notions: 1. the operation of interior (or exterior), 2. the operation of derived set, 
3. the operation of frontier (or boundary), 4. the relation of neighbourhood, 5 the relation 
of mutual separation, 6. the class of closed sets, 7. the class of open sets, 8. the class of 


- isolated sets. Now let S, contain all the axioms of 8, plus A7: If Ais an atom, B is an open 


set and AC B, then there exists an open set such that ACC C B and — € is connected. 
I* 
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The closure operation is definable in terms of the relation of connectivity in Sr so any 
algebra of topology based on the notion of the class of connected sets and consistent with 8, 
is undecidable. The questions as to whether the closure operation is definable in terms of the 
notion of the class of boundary sets, or the class of dense sets (or non dense, or dense in 
themselves) remain open. From the above result on the undecidability of the closure algebra 
the author draws the two corollaries: There exist no recursively enumerable sets of axioms 
for the system of all sentences of the closure algebra true (i) in a Euclidean space E,„ for 
n>2 (ii) in all Euclidean spaces. — The author then turns to decision problems asso- 
ciated with partial algebras of topology in which we consider not the class of all sets of 
points but a narrower class of sets, e. g. the class of all closed sets, and the operations 
restricted to the elements of this class, e. g. the operations an: ©, —, of addition, multipli- 
cation and subtraction of closed sets, defined by A+B=4A+B, AuB=A-B, 
A B=6(A — B). Atheoryis called an algebra of closed sets if it is the algebra of the 
closed sets of some closure algebra. The author defines a particular elementary theory 7, 
of the algebra of closed sets which is essentially undecidable and finitely axiomatisable and 
shows that the Brouwerian algebra, the abstract algebra of projective geometry and the ge- 
neral lattice theory are consistent with 7, and hence undecidable. A similar result is obtained 
for the algebra of bodies, i.e. the algebra of sets containing in addition to the Boolean 
axioms the following axioms determining the meaning of the relation A (of mutually tangent 
sets): . AAB>4:B=0. 2. (A-B=0 and COCA and DC Band CaD)> BAA. 
3.(0 +D)AB>0CaBor DaB. Theresults here are obtained by showing that the algebra 
of bodies can be interpreted as the algebra of open (or closed) domains in a closure algebra. 
(Here „domain“ is used in the sense of Kuratowski, i.e. open domain = interior of a closed 
set, closed domain = closure of an open set.) The author defines an algebra of convexity 
as an algebra of sets containing in addition to the Boolean operations also the convex opera- 
tion I (A) whose result) is the smallest convex set containing A (in some Euclidean space E,) 
and he shows that every algebra of convexity true in a Euclidean space E,„ for n > 2is un- 
decidable. Similar results follow if the convex operation is replaced by the class of closed 
spheres (or parallelepipeds, or rectangular parallelepipeds). The decision problem remains 
unsettled for the algebras T (X, C) where C denotes the relation of inclusion defined 


over the elements of the class X and X is (a) the class of closed convex domains or (ß) the . 
class of spheres or (y) the class of parallelepipeds (or rectangular parallelepipeds), although 
the corresponding decision problems are unsolvable if the notion of the class of closed 
domains and the Boolean operations defined over closed domains are added. Finally the 
author shows that every semi-projective algebra true in the Euclidean space Z,„ for 
rn > 2 is undecidable.. A semi-projective algebra is here defined as the algebra of sets 
having the Boolean operation +, ., — and also the operations Ü,), 5, ..., C„ of semi-pro- 
jection, satisfying the axioms 0,0=0, AC 0i(A), 0: 0;(A) = 0; 0i(A), C;(A):C;(B) = 
Oi(A » CitB)) + Oi(B - O,(A)). — A little confusion is caused in this paper by the fact that 
contrary to his statement on p. 139 the author uses the symbol - for both the logical and the 
Boolean product. J.C. Shepherdson. 


Peter, Rözsa: Probleme der Hilbertschen Theorie der höheren Stufen von 
rekursiven Funktionen. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 2, 247—274 (1951). 

Hilbert introduced the concept of recursive functions of various orders; a function was 
said to belong to the first order if in its construction only functions of a positive integer variable 
were used, to the second if functions of functions of positive integers were used, and so on 
(the values of all the functions being positive integers however). An important problem is to 
decide whether the admission of higher and higher orders or recursive definitions really does 
extend the class of definable functions. Ackerman has shown that if the recursive definitions 
involved are limited to simple recursions (i.e. with respect to only one variable at a time) 
then there exist functions definable by second order recursions but not by first. However 
he showed that the function he constructed, which was not definable by simple first order 
recursions was nevertheless definable by two-fold first order recursions (i. e. with respect 
to two variables at once), so the question whether there exists functions definable by mul- 
tiple recursions of the second order but not by multiple recursions of the first order re- 
mains open. In a report to the International Math. Congress in Oslo (1936) the author 
maintained that the class of multiply recursive functions of the first order coincided with 
the class of simply .recursive functions of the second order. She could in fact prove that 
every multiple recursion of the first order could be replaced by a simple recursion of the 
second order and had a very complicated method for reducing a simple primitive recursive 
definition of the second order to a multiple recursion of the first order. She had shown further 
that recursions of the first order using the most general type of „‚Einschachtelungen“ for the 
parameters (subject to the condition that they depend only on previously defined values of 
the function to be defined) could be reduced to primitive recursions and substitutions. Her 
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assertion at the Oslo Congress rested on the supposition that a similar reduction could be car- 
ried out for functions of the second order. But it turns out that if the same reduction procedure 
is applied to functions of the second order it fails because it leads to the introduction of a 
function with infinitely many arguments. — In the present work she gives first ($1) a proof 
of the result mentioned above that every multiple recursion of the first order can be re- 
duced to a simple recursion of the second order. In $2 she gives a new method of reducing 
primitive recursive definitions of the second order to multiple recursions of the first order. 
This method can be extended to those non primitive recursions which resemble those of the 
first order, i. e. where Einschachtelungen are made only in the place of integer variables. In $ 3 
it is seen that the method also extends to multiple recursions of the second order. In $ 4 she 
shows that for second order functions a new kind of Einschachtelungen is possible, namely 
in the place of the functional variables, and that the application of the reduction procedure 
of $2, 3 to such a function gives rise to a first order multiply recursive definition of a func- 
tion ö of infinitely many variables, a function whose number of arguments depends on the 
value of one of its arguments. In $5 she compares this function with the diagonal function d 
of the multiply recursive functions of the first order. If one could show that d was definable 
by second order recursions one would have a proof that the second included functions not 
contained in the first order, since d is distinct from all first order recursive functions. She 
points out, however, that d differs from ö in being „vollzählig mehrfach‘ in the sense that 
recursion takes place in every argument place, ö is „zerstreut mehrfach‘ in that for each 
value of S recursion takes place only in 5 of the S + 6 argument places of ö (although the 
position of these places depends on $). — Finally she mentions several unsolved problems 
concerning the relation between vollzählig and zerstreut mehrfachen recursions and their 
relation to transfinite recursions of type @®. J. 0. Shepherdson. 


Schütte, Kurt: Eine Bemerkung über quasirekursive Funktionen. Arch. math. 
Logik Grundlagenforsch. 1, 63—64 (1951). 

Repräsentanten für alle allgemein-rekursiven Funktionen lassen sich gewinnen 
aus den Termen © +y,x:y,1,2&,Y,z,...(Zahlvariablen) durch Substitutionen 
und Anwendungen des u-OÖperators auf geeignete Gleichungen f(x, ...) = 9(%, ...). 
Variante eines Resultates von. Kleene (dies. Zbl. 15, 50). W. Markwald. 


Algebra und Zahlentheorie. 


Gruppentheorie: 


Bays, 8.: Sur Pimprimitivite des groupes de substitutions par rapport aux 
i-uples. Commentarii math. Helvet. 25, 398—310 (1951). 

Besprechung in dies. Zbl. 46, 249. 

Zappa, Guido: Gruppi finiti in omomorfismo di struttura eon un gruppo eiclieo. 
Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 98—99 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 33, 98. 

Nagao, Hirosi: On the theory of representation of finite groups. Osaka math. 
J. 3, 11—20 (1951). 

This paper exposes the theory of group characters, starting with the theory 
of decompositions of finite-dimensional algebras. Although no new results appear, 
a certain unification of treatment results from the following device. Let the finite 
group @ consist of the elements e = 9,, 95, ...; a modified group algebra (group 
ring) A generated by the field K over @ is defined as the set of linear combinations 
D/’k;g; with multiplieation rule: (1-9;) (1-95) = &;,; gr in A (where 9; 9; = in @): 
here, &;,; are so chosen that multiplication is associative, and in addition &;,ı = 
&,;=1; &,;=1 whenever g;9; = e. The set {e;,;} need not consist excelusively 
of 1’s, as in the case of the familiar group ring. The set {ec} for a Kronecker 
product is defined as the set of products of corresponding components in the 
factors. The main theorem on Kronecker products holds under the extended 
definition. The orthogonality relations for group characters are deduced from 
decomposition theorems for algebras. J. L. Brenner. 

Frame, J. $.: The elasses and representations of the groups of 27 lines and 
28 bitangents. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 32, 83—119 (1951). 

Die erste der zwei hier betrachteten endlichen Gruppen ist die Gruppe @ 
der 51840 Automorphismen der 27 Geraden einer allgemeinen kubischen Fläche; 
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sie kann durch die Gruppe der Symmetrien des Polytopes 2,, eines sechsdimensio- 
nälen Raumes dargestellt werden. Als Anwendung dieser Darstellung beschreibt 
Verf. im $2 ein System von 6x6 orthogonalen Matrizen S, welche den 36 Spie- 
gelungen an Hyperebenen entsprechen, die das Polytop 2,, in sich verwandeln; 
sechs geeignet gewählte dieser Matrizen genügen, um die ganze Darstellung der 
Gruppe @ zu erzeugen. — Im $3 wird die Bestimmung der Klassen konjugierter 
Elemente der Gruppe @ durchgeführt; es gibt 25 solcher Klassen. Eine wichtige 
Rolle spielen hier die Produkte 7;; und U;;, von zwei oder drei wechselseitig 
vertauschbaren Matrizen S8; die Produkte von zwei U bilden in der Tat die ein- 
fache Untergruppe G, der Ordnung 25920 in @; die Produkte der Form UT bilden 
dagegen das System @, 8. — Es folgt, im $4, die Ausrechnung der sechs Grund- 
invarianten der Ordnungen 2,5, 6, 8,9, 12 (in den Veränderlichen der sechs- 
dimensionalen Darstellung) der Gruppe @; sie waren von G. Racah schon be- 
stimmt worden (dies. Zbl. 36, 156); hier werden sie durch eine andere Methode 
gefunden. — $5 beschäftigt sich, mit verschiedenen Methoden, mit der Ausrech- 
nung der Charaktere der Gruppe @. — $6 schließlich wendet sich zur Unter- 
suchung der Charaktere der Gruppe H, der Automorphismen der 28 Doppel- 
tangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung; die Gruppe H, hat die Ordnung 
28x51840. Das Produkt von H, mit einer Gruppe der Ordnung 2 liefert eine 
Gruppe H der Ordnung 2903040, die durch die Gruppe der Spiegelungen eines 
siebendimensionalen Polytopes 3,, mit 56 Spitzen dargestellt werden kann. H, ent- 
hält 30 Klassen und besitzt 30 irreduzible Charaktere. E. Togliatti. 

Hayashida, Tsuyoshi: On faithful representations of free groups. Ködai math. 
Sem. Reports 1949, 27 (1949). 

In the group of non-singular nx n matrices over an infinite field there is no 
relation Arı BPı ... D}ı ... Ari... —= ] (I is the unit-matrix) with integers a, , P}; --- 
A1s 2.3 %is ... all different from zero, which holds identically in A, B,..., L. This 
is proved by first reducing n to 2 and then reducing the number of matrix va- 
riables which occur, to two, say, A, B. A subgroup of the unimodular group in two 
dimensions is given which is free on a countable set of generators. P. M. Cohn. 

e Conrad, Paul F.: Imbedding theorems for abelian groups with valuations. 
(Abstract of a thesis.) Urbana 1951. 

Itö, Noboru and Masayoshi Nagata: Note on groups of automorphisms. Ködai 
math. Sem. Reports 1949, 77—79 (1949). 

Denote by A(@) the group of automorphisms of a group @. If @ has trivial 
centre, A(G) contains a subgroup isomorphie to G; we write GC A(G). If 
G = A(@), @ is called complete. Let @ satisfy the minimal condition for normal 
subgroups. Then: If @ is of dihedral type, @ is complete if, and only if, it is the S,. 
If @ is direetly indecomposable and complete, then A(@xG) is directly indecom- 
posable; it is complete except when @ = 8,. Assume that for a group @, 
GCA(G)CA(A(G)) C ---. For finite G this chain is finite (cf. H. Wielandt, 
this. Zbl. 21, 210). The authors give an example of a method to construct groups 
with chains of arbitrarily great length. H. Neumann. 

Mostowski, A.: Groups eonneeted with Boolean algebras. (Partial solution of 
the problem P 92.) Colloguium math. 2, 216—219 (1951). 

Given a Boolean ring A with unit 1 (and ring operations-+-, -) and an Abelian 
group G (with law of composition o) the functions {v} on A with values inG, which 
satisfy the conditions of additivity and normality, v(1) = neutral element of @, 
v(a+b)=v(a) o v(b), provided a b=0, form a group (subgroup of G4), denoted 
by /. In a previous paper of the author and C. Kuratowski (in the same issue 
of the Colloquium math., p.212—215), the problem was raised of characterizing the 
strueture of this group. This paper gives the following solution for a special type 
of Boolean ring: If A is a Boolean ring with an ordered basis (i. e., is the ring 
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' generated from a totally ordered subset) M, then /' is isomorphic with @4’ where 
M'= _M —{0,1}. The proof is based on the possibility of a canonical resolution of the 
elements of A as sums of finite sequences of elementsfrom M. V.S. Krishnan. 

Dieudonne, Jean: On the orthogonal groups over the rational field. Ann. of 
Math., II. Ser. 54, 85—93 (1951). 

. Bezeichne R den reellen Zahlkörper, K einen Unterkörper von R, insbesondere Q den 
rationalen Zahlkörper; E einen n-dimensionalen Raum über Q; f eine symmetrische bilineare 
Form über E mit nichtverschwindender Determinante; g(x) = f(x, x) die zugeordnete qua- 
dratische Form; 0,(Q, f) die zugehörige orthogonale Gruppe; O0, (Q, f) die Untergruppe der 
Rotationen (d.h. der orthogonalen Transformationen mit der Determinante 1); 2,(Q, f) die 
Kommutatorgruppe von 0,(Q, f), die für n> 3 auch die von O0, (Q, f) ist. Verf. (dies. Zbl. 
37, 13—14) bewies, daß die projektive Gruppe P.Q2,(Q, f) für n=5, v=1 einfach ist, wobei »v 
den Wittschen (dies. Zbl. 15, 57) Index von f bezeichnet. Insbesondere für indefinite g mit 
n > 5 ist nach A. Meyer [Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 29, 209—222 (1884)] stets v > 1. 
Hier wird bewiesen: Satz 1. PQ,(Q,f) ist einfach, wenn n> 17 und g positiv definit 
ist. Der Beweis erfolgt in folgenden Schritten. Eine normale Untergruppe @ von 2,(Q; f), 
die nicht im Zentrum liegt, enthält eine ebene Rotation % = 1. Werden in ihrer Ebene P 
zwei orthogonale Vektoren a, b angegeben, so gibt es auch ein u mit u(a) =Aa+ub (A<O). 
Endlich wird bewiesen, daß @ alle speziellen Involutionen enthält; so wird eine involutorische 
ebene Rotation genannt, wenn g für ihre Ebene äquivalent zu einer Form o(& + &) ist. Nach 
Dickson wird 2,(@, f) durch die Produkte st von zwei konjugierten Spiegelungen an Hyper- 
ebenen erzeugt. Sind a, b orthogonal zu den Hyperebenen von s, t so, daß g(a) = g(b) gilt, 
so gibt es nach Meyers Satz einen Vektor c orthogonal zu a, b mit g(c) = g(a) (= g(b)). Ist 
nun u die Spiegelung an der zu c orthogonalen Hyperebene, so gilt st=su ut, wobei su, ut 
spezielle Involutionen sind, woraus st€ G und auch Satz 1 folgt. Satz 1 samt dem Beweis gilt 
allgemeiner für alle Körper, in denen Meyers Satz gilt. Solche sind nach Witt (dies. Zbl. 15, 
57—58) die reellen endlichen algebraischen Zahlkörper mit lauter imaginären Konjugierten. 
Ferner werden bewiesen: Satz 2. Für n> 8 und v = 0 lassen sich die Automorphismen in 
O0,(Q, f) durch u—> x(u)huh-! angeben, wobei % eine Repräsentation von 0, in der Gruppe 
{1,— 1} und h eine lineare Abbildung von HZ auf sich bedeutet, wofür g(h(®)) = Ag(x) gilt; 
alle Automorphismen von PO,(@, f) sind durch die von 0,(@, f) induziert. Satz 3. Für die ge- 
raden n> 10 und »—= 0 werden alle Automorphismen von 0," (Q,f) und von PO, (Q, f) 
durch die von O,(Q, f) induziert. Satz 4. Die Faktorgruppe 0,(Q, f)/2(Q, f) ist (abzählbar) 
unendlich. (Sie ist übrigens auch Abelsch mit lauter Elementen von der Ordnung < 2.) Satz 5. 
Unter.den Voraussetzungen im Satz 3 werden die Automorphismen der einfachen Gruppe 
P2,(Q, f) durch die Automorphismen von O,(Q, f) induziert. L. Reder. 

Kuranishi, Masatake: Two elements generations on semi-simple Lie groups. 
Ködai math. Sem. Reports 1949, 89—90 (1949). 

The author proves that every connected semi-simple Lie group @ can be 
generated by two elements. He first shows that every semi-simple Lie-algebra 
(over any field of characteristic zero) can be so generated and then uses appro- 


ximation by discrete subgroups to show that if /#, g* are two l-parameter sub- 


groups which generate @, then G is the least closed subgroup containing a and ger" 
(for some integer %). P. M. Cohn. 

Toyama, Hiraku: On diserete subgroups of a Lie group. Ködai math. Sem. 
Reports 1949, 36—37 (1949). 

Let @ be a topological group. If there is an infinite sequence @,, @,, .. . of 
discerete subgroups of G such that, given any open set U 0f G@, all but a finite number 
of the G; meet U, then @ is said to be approximated by the discrete subgroups @;. 
"The author shows that a connected Lie group with a discrete centre cannot be 
approximated by discerete subgroups and remarks that a compact Lie group 
cannot be approximated by finite subgroups unless it is commutative. Two exam- 
ples are given of non-commutative Lie groups with non-discrete centre of which one 
can and the other cannot be approximated by discrete subgroups. P. M. Cohn. 

Isiwata, Takesi: Non-diserete linearly ordered groups. Ködai math. Sem. 
Reports 1950, 84—88 (1950). 

The emphasis in this study of linearly ordered groups is on their topology. Only ‚„non- 


diserete‘‘ groups are considered, i. e. groups without minimal positive elements; and only non- 
discrete closed subgroups. Typical theorems: A locally compact group @ is locally archimedean, 
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i. e. there is a neighbourhood of the unit element in which the powers of every positive element, 
as far as they lie in the neighbourhood, are unbounded. If @ is connected, it is locally compact, 
and has no proper (non-discrete closed) subgroups. G is one-dimensional if, and only if, it is 
locally compact. If G is locally archimedean, then its completion is one-dimensional. A compo- 
nent of @ is contained in the centre of @ if it meets the centre. — Theorem 2.1 states that every 
(non-discrete closed) subgroup of a locally archimedean group is open. This is false, the lexico- 
graphic direct square of the additive group of real numbers providing (with one of its direct 
factors) a counterexample. In the second line of the proof of Theorem 1.2 „‚not‘‘ has to be 
inserted. In Theorem 2.3 the condition e< a has to be added. In the last paragraph the author 
virtually proves but does not state the theorem at which he aims, viz. that in a one-dimensional 
group the component of the unit element is in the centre. B. H. Neumann. 
Gelbaum, B., 6. K. Kalisch and J. M. H. Olmsted: On the embedding of topo- 
logical semigroups and integral domains. Proc. Amer. math. Soc. 2, 807—821 (1951). 
Die Verff. diskutieren die Möglichkeiten, wie eine topologische Abelsche Halbgruppe 8 
bzw. ein Integritätsbereich / in eine topologische Gruppe bzw. in einen topologischen Körper 
eingebettet werden kann. .Rsei die Relation auf $x 8, so daß wir definieren (a, b) R (c, d), wenn 
und nur wenn ad = bc. Die Menge 8 x S/R ist Q($8). Die natürliche Abbildung von $ x 8 auf 
Q(8) ist p. Für Integritätsbereiche I haben wir statt dessen I x I*, wobei I* gleich IM {0} 
und Q(I) gleich I x I*/R ist. Wenn 9=!(p(U)) eine offene Menge in $x 8 ist (sobald U offen ist 
inSx 8), sagt man, daß @ eine offene Abbildung ist. $S bzw. I ist einbettbar in Q(S8) bzw. 
Q(I), wenn Q($) bzw. Q(I) eine topologische Gruppe bzw. Körper ist und 8 x {e} bzw. I x {e} 
eine topologische Abbildung von 8 bzw. I ist. Der erste Teil gibt einige selbstverständliche 
Sätze über Q und R. Beispiele: Wenn @ offen ist und Q($) bzw. Q(J) die stärkste Topologie 
hat, für welche @ stetig ist, so ist Q(S8) bzw. Q(I) eine topologische Gruppe bzw. Körper. Für 
I, = Ring der ganzen Zahlen mit p-adischer Topologie ist Q(I,) isomorph und homöomorph 
dem Körper der rationalen Zahlen unter p-adischer Topologie. Zweitens wird bewiesen, daß 
eine abzählbar-kompakte Halbgruppe mit Eindeutigkeit der Division eine Gruppe ist. (Für 
kompakte Gruppen ist der Satz schon von Iwasawa bewiesen.) Für den Fall, daß S eine 
Halbgruppe mit invarianter Metrik d(«a, b) ist, kann man eine Norm in Q(8) einführen: 
||A|| = inf [d(a, e) +d(b, e)]. Dann ist D(A, B) = || AB-!|| eine invariante Metrik in Q($), 
(a,b) EA 


und wenn @ offen ist, so ist 8 topologisch einbettbar in Q(8). Zuletzt finden sich einige Be- 
merkungen über vollständige separable metrische Halbgruppen. E. Hewitt. 

Dubreil, Paul: Contribution & la theorie des demi-groupes. I. Rend. Mai. e 
Appl., V. Ser. 10, 183—200 (1951). 

Ce travail fait suite au memoire de I’A. (ce Zbl. 26, 196) note DGI. Il est divise en deux 
chapitres. Le premier concerne les equivalences principales dans un demi-groupe D. L’A. de- 
finit d’abord l’application principale «> Q = fu(a); c’est, H etant un complexe donne 
de D, l’application multiforme qui associe a l’element «€ D le complexe Q. =H: a des ele- 
ments xE€ D qui verifientax€ H; le complexe H est fort si les complexes Q. et @& coincident 
des qu’ils ont un element commun, et cette propriete equivaut & la propriete pour fr d’etre 
semi-uniforme, c’est-a-dire: xE fz(@), yE fa(a), YE fz(b) entrainent zE fz(b). Silere- 
sidu Wz (ensemble des elements a tels que Q. est vide) est vide, H est net & droite. Pour que 
tout complexe soit net & droite, il faut et il suffit que D ne contienne aucun ideal & droite autre 
que D, ou encore qu’ilsoit un quasi-groupe & droite (existence des quotients & droite). Dans le 
cas general ou le residu W, n’est pas vide, c’est un ideal & droite; l’A. montre qu’un ideal & 
droite donne M + D peut ötre consider& comme le residu & droite Wp_u dans les deux cas 
suivants: a) D possede un element neutre A droite; 8) M est un ideal premier. Entre les residus 
Wx et Wz de deux complexes H et K lies par H C K existe toujours la relation Wk C Wr; 


VA etudie les Equivalences principales Rz et Rx correspondantes. (Rz est definie par 
a=b<> (du =®ı.) On n’a pas en general Rz C Rx. Cependant, cette inclusion existe dans 
I’hypothese suivante: K(J H) est un complexe fort, tel que Wx = Wa. De m&me, lorsque 
H=H,M HA, n'est pas vide, ona Rz = Rn, N £n,, dans l’hypothöse suivante: Hrretr He 
sont deux complexes forts, tels que: W4 = Wa, = Wu,. L’A. donne ensuite la notion de com- 
plexes H, et H, codivisibles ä droite; ce sont deux complexes tels que pour tout couple 
h,€ H,,h,€ H,, existe au moins un el&ement m€ D, verifant hhm€ H, et h,me€ H,. Cette 
condition est necessaire pour que les &quivalences principales Rz, et Ry,soient permutables, 
lorsque H, et H, sont deux sous-demi-groupes forts de D dont l’intersection H non vide verifie 
Wa=Wn,=Wn,: Elle est aussi suffisante avec des hypotheses suppl&mentaires. — Le deuxieme 
chapitre generalise la notion d’equivalence reversible donnee dans DGI. La relation 07 de- 
finie par: on a’ => HamnHa’=0, estreflexive et symetrique, mais non transitive lorsque 
H n’est pas un sous-demi-groupe reversible & droite (cas &tudie dans DGTI). L’A. considere 
donc la fermeture transitive &4 de oz. O’est une &quivalence generalisee reversible qui jouib 
des proprietes les plus importantes demontrees dans DGI. Dans le cas ou 8 est un sous-demi- 
groupe de D, ona: sa = a(&s) pour tout aE€ D et tout s E S, et I, est l’equivalence la plus 


9 


fine parmi celles qui ont cette propriete. — L’A. considere le complexe V= U (8:s), ainsi 
= ” ” ” - sen x 

que la saturation 7 de $8 par &s, qui est le plus petit sous-demi-groupe unitaire & gauche 
contenant S. [T est unitaire & gauche signifie: taE T, tE T entrainent aE€ T.] On a: 
Da Det SIE 1% @ T, avec un seul des trois cas suivants, 1 SCVCT,si$ 
n’est pas uni & gauche (S$ VE V),;2°SCV=TsiSest uni & gauche (SV C V) sans £tre 
unitaire a gauche; 3° 8 —=V = Tsi 8 est unitaire & gauche. — Dans ce dernier cas, l’&qui- 
valence reversible generalisee &s est incluse dans l’&quivalence principale Rs. Cette inclu- 
sion est egalement verifiee si S est un sous-demi-groupe fort dont l’enveloppe unitaire A gauche 
sU est ineluse dans l’enveloppe unitaire & droite Us; de plus, pour qu’on ait l’egalite Is = Rs, 
il faut et il suffit: 1° que 8 soit simplifiable & droite; 2° que 8 soit lie A droite [c’est-A-dire 
ss’ = s/s (35)]. L. Lesieur. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Kimura, Naoki: Independeney of axioms of lattices. Ködai math. Sem. Re- 
ports 1950, 14 (1950). 

Es werden die Unabhängigkeitsbeweise für das bekannte Axiomensystem für 
Verbände, bestehend aus den Axiomen der Kommutativität, Assoziativität und 
Absorption, gegeben. P. Lorenzen. 

‚„ Grau, A. A.: A ternary operation related of the complete disjunetion of Boolean 
algebra. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 8, 121—126 (1951). 

Verf. untersucht die Struktur, die von den Elementen eines Booleschen Ver- 
bandes gebildet wird, bez. der „complete disjunction a +b=(aVb)—(aıb), 
der dazu dualen Äquivalenz a-b = (a Vb)—(a \b) und der Negation a’. 
Diese Strukturen heißen ‚‚quasi-Boolesch‘‘. In ihnen wird eine 3stellige Verknüp- 
fung definiert durch [a,d,cJ=a+b+c=a:.b.c. Auch die durch [a,b, c] und 
a’ definierte Struktur wird axiomatisch charakterisiert. Sie steht zu den quasi- 
Booleschen Strukturen im selben Verhältnis wie die vom Verf. (dies. Zbl. 31, 250) 
untersuchten ternären Booleschen Verbände zu den Booleschen Verbänden. 

P. Lorenzen. 

Katetov, M.: Remarks on Boolean algebras. Colloguium math. 2, 229—235 
(1951). 
Verf. gibt ein Beispiel einer Booleschen Algebra ohne eigentlichen Auto- 
morphismus, sowie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine 
Boolesche Algebra ein Hausdorffscher Raum ist bezüglich ihrer Intervall-Topo- 
logie (vgl. G. Birkhoff, Lattice Theory, Amer. math. Soc. Colloqu. Publ. Vol. 25, 
New York 1948; dies. Zbl. 33, 101; S. 60 des Buches). @G. Nöbeling. 

Iseki, Kiyoshi: On a theorem of Stone-Samuel. Bull. Caleutta math. Soc. 
43, 175—177 (1951). 

Eine teilweise geordnete Menge heißt ein Halbverband, wenn sie ein Null- 
element besitzt und gegenüber endlicher Durchschnittsbildung abgeschlossen ist. 
Ein Halbverband heißt disjunktiv, wenn er folgende Eigenschaft besitzt: Ist 
a<b, so gibt es ein x mit anma=0 und end =#0. Ist ama’ = 0 und folgt aus 
amz—=( stets © <a’, so heißt a’ ein Komplement von a. Besitzt jedes Element 
eines Halbverbandes ein Komplement, so heißt der Halbverband komplementär. 
Verf. gibt einen neuen Beweis an für den von Samuel hergeleiteten Satz: Folgende 

Eigenschaften eines komplementären Halbverbandes sind äquivalent: (1) Der 
Halbverband ist disjunktiv. (2) Für jedes Element gilt «a = a”. (3) Der Halb- 
verband ist eine Boolesche Algebra. (4) Jeder Filter ist Vereinigung der ihn um- 
fassenden Ultrafilter. Ebenso wie in einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 38, 
169), auf die mehrfach Bezug genommen wird, ist auch hier — abgesehen von (4) — 
die Heranziehung von Ultrafiltern zu den Beweisen überflüssig. Die Eigenschaften 
(1)—(3) gehen durch einfache verbandsalgebraische Umformungen auseinander 
hervor. Das transfinite Hilfsmittel der Ultrafilter stellt daher eine unnötige Kom- 
plikation dar. H.J. Kowalsky. 
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Croisot, Robert: Contribution & P’&tude des treillis semi-modulaires de longueur 


infinie. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 68, 203—265 (1951). 
On connait plusieurs conditions @quivalentes caracterisant les treillis semi-modulaires 
de longueur finie, par exemple la condition (2): x couvre aM y> x U y couvre %, (G. Birk- 
hoff, Lattice Theory, New York 1949, this Zbl. 33, 101), et la condition (5) ou E, de 8. MacLane: 
yNz<a<z<yV2>gttel que yNn2z<t<yet(«VE)Mz= x. L’A. montre iei qu'il 
en existe beaucoup d’autres, et il pr6sente 23 formes de la condition de semi-modularite, equi- 
valentes dans les treillis de longueur finie. L’interet de ces conditions reside dans le fait qu elles 
ne sont plus &quivalentes dans les treillis de longueur infinie, et !’A. etudie de fagon complete 
les implications binaires qui les relient dans les treillis quelconques, puis dans les treillis satis- 
faisant & une condition de chaine, d’abord ascendante, puis descendante. Il r&sout ainsi en 
passant le problöme 44 de G. Birkhoff, obtient par regroupement des resultats generaux 
l’equivalence des 23 conditions dans les treillis de longueur finie, et soul&ve le probleme du 
choix de la meilleure definition d’un treillis semi-modulaire de longueur infinie. Ce probleme 
est trait6 dans une publication de l’A. & paraitre dans les Annales de la Faculte des Sciences 
de l’Universit& de Toulouse, publication qui constitue avec le present m&moire l’objet d’une 
these soutenue par l’A. (these de Doctorat, Paris 1951). Enfin I’A. examine la validite des 
diverses conditions de semi-modularite dans le treillis des varietes lineaires fermees d’un es- 


pace de Hilbert. L. Lesieur. 
Takeuchi, Kensuke: On free modular lattices. Japanese J. Math. 21, 53—65 
(1951). 


Es handelt sich um Untersuchungen zum Wortproblem der freien modularen 
Verbände. U. a. wird Folgendes bewiesen. Es seien P und @ Verbandspolynome, 
d.h. Ausdrücke, die mit Hilfe der beiden Verbandsverknüpfungen v und n aus 
gewissen Erzeugenden gebildet sind. Im freien Verband der betreffenden Er- 
zeugenden sei P<Q und im freien modularen Verband P=Q@. Dann wird P 
durch endlich viele Operationen der folgenden Art in@ überführt: Ein Teilpolynom 
au(bnec) mit a<c (im freien Verband) wird durch (a uU b)N c ersetzt. — Ferner 
wird gezeigt, daß es nicht möglich ist, den Begriff des modularen Verbandes durch 
die Kommutativ- und Assoziativgesetze und eine einzige weitere Identität (in den 
Verbandsverknüpfungen) nebst ihrer dualen zu kennzeichnen. @. Pickert. 

Mori, Shinjiro: Über die Symmetrie des Prädikates ‚relativ prim“. II. J. Sci. 
Hiroshima Univ., Ser. A 15, 79—85 (1951). 

[Teil I: J. Sei. Hiroshima Univ., Ser. A 14, 1—5 (1950).] R sei ein kommu- 
tativer Ring, welcher mindestens ein vom Null- und Einheitsideal verschiedenes 
Ideal besitzt. Dann heißt ein Ideal b aus AR zu einem Ideal a aus R relativ 
prim, wenn der Idealquotient a:b gleich a ist. Offenbar ist die Eigenschaft 
„relativ prim‘ im allgemeinen nicht symmetrisch; d.h. aus a=a:b folgt nicht 
notwendig b=b:a. Nun sei R noch der weiteren Bedingung unterworfen, daß 
jedes Halbprimideal (+0, NR) stets einen von W verschiedenen Primideal- 
teiler besitzt, und jede Teilerkette von Primidealen stets im Endlichen ab- 
bricht. Verf. stellt dann eine Bedingung für die Symmetrie der Eigenschaft 
„relativ prim‘ auf, genauer eine Bedingung dafür, daß für beliebige von Null 
verschiedene Ideale a, b aus X mit a=a:bstetsb = b:a gilt. Diese Bedingung 
lautet folgendermaßen: In W ist die Eigenschaft ‚relativ prim‘“ dann und nur 
dann symmetrisch, wenn sich jedes Ideal (+0, +#R) als Durchschnitt von den 
nicht zu AR gehörigen, starken Primäridealen eindeutig darstellen läßt. Dabei 
ist starkes Primärideal in weiterem Sinn als üblich aufgefaßt, und zwar wird ein 
zu einem Primideal p gehöriges Primärideal q aus R starkes Primärideal genannt, 
wenn es ein Element r mit (r)p C q gibt. M. Moriya. 


Nakayama, Tadasi: Non-normal Galois theory for non-eommutative and non- 
semisimple rings. Canadian J. Math. 3, 208—218 (1951). 

Seine Untersuchungen zur Galoisschen Theorie allgemeiner Ringe (vgl. insbes. dies. Zbl. 
42%, 28) fortsetzend entwickelt Verf. eine Art Galoisscher Theorie für allgemeine, nichtkommu- 
tative und nicht halbeinfache Ringe, die — zum mindesten in den Hauptzügen — die Jacob- 
sonsche Galoistheorie nichtnormaler Körper umfaßt. DieGrundidee läßt sich kurz so beschreiben: 
Es sei Rein Ring mit Einheitselement und Minimalbedingung für Linksideale; A sei sein 
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absoluter Endomorphismenring; ist S irgendein Unterring von R, so bedeute Sı bzw. S, den 
Ring aller Endomorphismen v— a u bzw. u> ua (u bel. aus R, a fest aus 8). Ein Rı ent- 
haltender Unterring ® von X wird nun Galoisring genannt, wenn die direkte Summe von 
endlich vielen, etwa s, Modellen von R ®-isomorph zum ®-Rechtsmodul ® ist. Es gilt dann zu- 
nächst: Die Galoisringe ® in A mit der charakteristischen Zahl s entsprechen umkehrbar 
eindeutig denjenigen Unterringen $ von R, über denen Reine Rechtsbasis von s unabhängigen 
Elementen besitzt. Gehören ® und 8 zusammen, so ist ® der 8,-Endomorphismenring und 
S, der ®-Endomorphismenring von R. Der Galoisring ® besitzt über Rı eine Rechtsbasis 
von s unabhängigen Elementen. — Bezeichnet man ferner eine derartige Basis von ® als ein 
Galoissystem (von Modulendomorphismen von R), so zeigt sich, daß man ausgehend von 
dem ® zugeordneten Ringe 8 ein Galoissystem dadurch gewinnen kann, daß man das direkte 
Produkt R’ x R" zweier als R-Doppelmoduln aufgefaßten Modelle R, R' in der Form 


Rex Rr=xj-RT®---© a - Rt darstellt, wobei (&15 ».., &s) eine Rechtsbasis von R über 8 
bedeutet. Die genannten Resultate charakterisieren die Hauptzüge der Galoistheorie des Verf. 
($ Lund $ 2). Anschließend ($ 3—$ 5) verallgemeinert Verf. die Jacobsonsche Theorie der Selbst- 
produkte (self-composites) kommutativer Körper, wobei allerdings der Umstand, daß R weder 
kommutativ noch halbeinfach zu sein braucht, etwas andere Formulierungen und Methoden 
erfordert. Grundlegend ist die folgende Überlegung: Bedeutet M einen R-Doppelmodul, der 
eine R-Rechtsbasis (a,, ..., am) von unabhängigen Elementen besitzt, und setzt man für ein 
festes W-Element a: 2-4 = a, 'uı(2) + --- + An’ Um(2), so definiert, falls z alle Elemente 
von R durchläuft, die Funktion (2) jeweils einen Endomorphismus von R, und es zeigt sich, 
daß der Untermodul 4,(2)* Rı + u(2)* Rı+ --- + un(2): Rı= Rl(a) von U von der spe- 
zielen Wahl der R-Rechtsbasis von M unabhängig ist. — Der Modul Al(a) wird als der Rela- 
tionenmodul von in W bezeichnet. Von den zahlreichen Sätzen, die über die Moduln ARl(a) 
hergeleitet werden, sei nur das folgende, für die Galoisringe wichtige Resultat hervorgehoben: 
Rl(a) ist dann und nur dann ein Galoisring, wenn Rl(a) ein Ring ist, und wenn aus za = 0 
stets z = 0 folst. 5 W. Krull. 
Almeida Costa, A.: Über Kontraktions- und Verniehtungsideale in der allge- 
meinen Modulntheorie. Univ. Lisboa, Revista Fac. Ci., II. Ser. A 1, 297—344 (1951). 
Ce travail est en connexion avec un autre de l’A. (ce Zbl. 33, 12). Soit M un 
module et soit A l’anneau de ses endomorphismes. L’A. considere, en particulier: 
1. Pour un sousensemble SCNR, les sousmodules NCM tels que, pour tout 
element sC S, on ait (R)s=0; 2. Pour un sousmodule REM, les ideaux & 
droiten deX tels que, pour tout element nE n, on ait (W)n = 0. Et il determine 
des proprietes de ces sousmodules et de ces ideaux en relation avec la structure 


de Met de NR. G. Ancochea. 

Iwahori, Nagayoshi and Ichirö Satake: On Cartan subalgebras of a Lie algebra. 
Koöodai math. Sem. Reports 1950, 57 —60 (1950). 

Two Cartan subalgebras P,, P, of a Lie algebra L over the complex numbers are called 
conjugate, if there is an operation of the adjoint group of L, i.e. an automorphism of L 
of the form exp(ad(z)), ze L, which maps P, onto P,. Chevalley (this Zbl. %6, 60) has shown 
that any two Cartan subalgebras of a Lie algebra over the complex numbers are conjugate. 
If ad(x) is nilpotent then the series exp(ad(x)) terminates and so can be defined over any 
field of characteristic zero and is an automorphism of L. The authors use this to extend the 
above result in the following directions: 1. If Lis a solvable Lie algebra over a field of charac- 
teristic zero then any two Cartan subalgebras of L are conjugate under an automorphism 
of the form exp(ad(xz)) where x belongs to L’, the derived algebra of L. 2. Let Z be a Lie 
algebra over the real numbers with radical R. If any two Cartan subalgebras of L/R are con- 
jugate under an operation of the adjoint group of L/R, then any two Cartan subalgebras 
of L are conjugate under an operation of the adjoint group of L. — The proof of 1. proceeds 
by reduction to the case of an algebraic algebra L* and using a „normal decomposition‘“ of L* 
. [obtained from a Levi decomposition L* = R + 8 by separating the elements of the radical R 
(qua matrices) into their nilpotent and semi-simple components: R= N +, thus giving 
I*=N+(0 +S8)]. IE P/ is the algebraic algebra generated by the Cartan subalgebra P; 
=1,2), and Pf =N;-+H,; is a normal decomposition then Pi is the centralizer of H;; 
the H; are first shown to be conjugate, using cohomology groups and the same must then 
hold for = _LnN Pi. Similar methods lead to a proof of 2. An example is given to show 


that the theorems do not hold generally for Lie algebras over any field. P. M. Cohn. 
Azumaya, Gorö: On maximally central algebras. Nagoya math. J. 2, 119—150 
(1951). 


Unter einer Algebra X über dem kommutativen Ring A mit Einheitselement möge hier 
(der Kürze halber etwas spezieller als in der Arbeit selbst) ein i.a. nichtkommutativer Ring 
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mit Einheitselement verstanden werden, der über dem Unterring AR eine Modulbasis von end- 
lich vielen, nicht notwendig linear unabhängigen Elementen besitzt. Das Ziel des Verf. ist 
es, zu zeigen, daß in diesem allgemeinen Fall die Klasse der „maximal zentralen‘ Algebren 
fast genau so einfache Eigenschaften besitzt wie im Spezialfall eines Körpers X = ft die Klasse 
der halbeinfachen Algebren. Dabei heißt A über R eigentlich maximal zentral, wenn eine 
Basis von (notwendig linear unabhängigen) Elementen nn. .; dm von X über Kexistiert, derart 


daß jeder A-Endomorphismus von X in der Form «> % «x d; mit festen c;, d;ı aus U dar- 


r=1 
stellbar ist, oder, was auf dasselbe herauskommt, derart daß die Matrix (a * ax) (, k = 1, ..., m) 
invertierbar ist. Zentral maximal schlechtweg wird U genannt, wenn W eine direkte Summen- 
zerlegung Y= X ++ %, besitzt, bei der jede Komponentenalgebra W; über ihrem Zen- 
trum eigentlich maximal zentral ist. Für eine eigentlich maximal zentrale Algebra U gelten 
ohne Zusatzvoraussetzungen über den Koeffizientenring N vor allem folgende Sätze: Jeder 
volle Matrizenring über X ist eine eigentlich maximal zentrale Algebra A. N ist das Zentrum 
der eigentlich maximal zentralen Algebra W, und die zweiseitigen Ideale von X werden durch 
die Zuordnung von Verengungs- und Erweiterungsideal umkehrbar eindeutig auf die Ideale 
von NR abgebildet. Ist NR = 8 ein Körper, so ist U eine einfache Algebra. Der Rang von R 
über X ist eine Quadratzahl. Sind A und ® eigentlich maximal zentral über R, so gilt das 
gleiche für das direkte Produkt U x ®. Der Brauersche Begriff der Algebrenklassen kann bei 
eigentlich maximal zentralen Algebren genau so eingeführt werden wie bei einfachen. Unter 
der Voraussetzung, daß N nur ein einziges maximales Primideal besitzt, wird weiter gezeigt, 
daß jeder Automorphismus von X, der N elementweise fest läßt, ein innerer ist. — Um zu noch 
weitergehenden Sätzen zu kommen, muß sich Verf. auf einen Henselring I als Koeffizienten- 
bereich beschränken, d.h. auf einen Ring mit einem einzigen maximalen Primideal p, der 
der folgenden Bedingung genügt: Zerfällt bei dem Polynom f(x) = x" + @-12""1 +. +0 
aus N[x] die zugehörige Restklasse f[x] aus dem Polynomring R[x]/p - Rlx] = K [x] in zwei 
teilerfremde Restklassen, f(x) = (@” +. +) (@ + +0G)=9g(2)-h(x), so gibt es zu 
f(x) stets in RN [x] eine Zerlegung f(x) =g(z2):h(x) mit g(2)E F(x), h(x)E h(x). (Bekanntlich 
ist z. B. jeder „vollständige Stellenring‘“ im Sinne der algebraischen Geometrie ein Henselscher 
Ring.) Auf die für die algebrentheoretische Anwendung wichtigen Umformungen der Definition 
des Henselringes sei hier nicht eingegangen; hervorgehoben sei nur das im Zusammenhang da- 
mit gewonnene Resultat, daß jeder Oberring N, des Henselrings R, der eine endliche Modulbasis 
über N und nur ein einziges maximales Primideal besitzt, selbst ein Henselring sein muß. 
Für eine beliebige Algebra X über dem Henselring % kann man nun, kurz gesagt, aus der Exi- 
stenz von paarweise orthogonalen Idempotenten in irgendeiner Restklassenalgebra A/a stets 
auf die Existenz von entsprechenden Idempotenten in A selbst schließen, und dieserUmstand 


gestattet es, aus den bekannten Eigenschaften der Algebren A über dem Körper K = N/p 
entsprechende Aussagen für die Algebren über R selbst herzuleiten. Nennt man insbesondere 
die Algebra \ wie üblich primär bzw. völlig primär, wenn die Restklassenalgebra A/N von A 
nach dem Jacobsonschen Radikal X einfach bzw. eine Divisionsalgebra ist, und bezeichnet 
man U als unverzweigt über N, wenn % = p - W wird, so erhält man die Sätze: Xist dann 
und nur dann primär, wenn U als voller Matrizenring über einer völlig primären Algebra dar- 
gestellt werden kann. Jede über N unverzweigte Algebra U ist direkte Summe von primären 
Unteralgebren. Jede über R eigentlich maximal zentrale Algebra ist über NR unverzweigt. 
Es sei ferner © ein Henselscher Oberring von N, der über R eine endliche Modulbasis besitzt 
und als Algebra relativ N unverzweigtist; der Restklassenring A von © nach seinem maximalen 


Primideal sei ein separabler Normaloberkörper von K. Dann entspricht der Galoisgruppe ® 
von A über K eine isomorphe Automorphismengruppe © von © über St, man kann mit Hilfe 


von © den in geläufiger Weise gebildeten Kreuzprodukten (A4/K; @s,r) von A über K analog 
gebildete Kreuzprodukte (S/N; @,,r) von © über Pt gegenüberstellen, und es ergibt sich: Jedes 
(zu einem bestimmten Faktorensystem a, gehörige) Kreuzprodukt (E/R; as,r) ist eine eigent- 
lich maximal zentrale Algebra über N; die einfache Restklassenalgebra von (S/R; a,,r) nach 
dem Radikal ist gleich (4/K; @o,r). — Weiterhin läßt sich die Brauersche Klassengruppe der 
über dem Henselschen Ring R maximal zentralen Algebren isomorph auf die Klassengruppe 
der einfachen Algebren mit dem Zentrum K abbilden, und man erhält auf Grund dieser Abbil- 


dung leicht den Satz: Jeder einfachen Algebra U mit dem Zentrum K entspricht eine (bis auf 
Isomorphie über K eindeutig bestimmte) eigentlich maximal zentrale Algebra über R, derart 


daß R/p-R zu A isomorph wird. — Um schließlich das Theorem zu formulieren, das nach 
Ansicht des Verf. unberingt als das Hauptresultat der ganzen Arbeit zu betrachten ist, hat 
man noch zu definieren: Ist A eine beliebige Algebra über N, A* eine über NR maximal zentrale 
Unteralgebra von X, so soll A\* Trägheitsalgebra von X über N heißen, wenn die Elemente 
von Q* gerade ein volles Repräsentantensystem der Restklassenalgebra von A nach dem 
Radikal % bilden. Man erhält dann abschließend: Verallgemeinertes Theorem von 
Wedderburn: Hat die Algebra X über dem Henselschen Ring NR die Eigenschaft, daß die 
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halbeinfache Restklassenalgebra A/N über K separabel ist, so gibt es in X eine und, bis auf 
innere Automorphismen von W, auch nur eine Trägheitsalgebra U*. W. Krull. 

@ Steinitz, Ernst: Algebraische Theorie der Körper. Neu herausgegeben mit Er- 
läuterungen und einem Anhang ‚Abriß der Galoisschen Theorie“ versehen von Rein- 
hold Baer und Helmut Hasse. New York: Chelsea Publishing Company 1950. 176 8. 

Photomechanischer Nachdruck der 1930 im Verlag Walter de Gruyter erschiene- 
nen Buchausgabe der Steinitzschen Arbeit [J. reine angew. Math. 137, 167—309 
(1910)] mit dem Anhang und den Erläuterungen vonR. Baer und H. Hasse. 

E. Pannwitz. 

Carlitz, L.: Some applications of a theorem of Chevalley. Duke math. J. 18, 
811—819 (1951). 

Nach Chevalley (dies. Zbl. 11, 145—146) hat ein lösbares Gleichungs- 
system in @F(g) mindestens eine weitere Lösung, wenn die Anzahl der Unbe- 
kannten die Summe der Grade der Gleichungen übertrifft. Als unmittelbare 
interessante Anwendungen folgen gewisse Sätze über die Lösbarkeit von algebrai- 
schen Gleichungen und Gleichungssystemen mit Koeffizienten im Polynomring 
G@FL[g, &] und Approximationsaussagen bezüglich des Körpers G@F{g, x} der for- 

m 


malen Potenzreihen I c; x’. Unter den vielen Resultaten seien nur die folgenden 
B 


einfachsten erwähnt. Man betrachte eine algebraische Gleichung f(U,,..., U,) = 0 
vom Grade< k mit Koeffzienten in@F[g, 2]vom Grade<sa und mit f(0,...,0) = 0. 
Diese hat eine nichttriviale Lösung in Polynomen U,,..., U,E@F[g, x] vom 


Grade < m, wenn (m +1)s >k(a + km + 1). Unterwirft man die Grade von 
U,,..., U, keiner Einschränkung, so folgt die Lösbarkeit für den Falls>k? +1 
immer, dagegen wird mit einem Beispiel bekräftigt, daß es unlösbare Fälle mit 
s— k? gibt (Satz 1). Man betrachte gegebene Elemente a,,...,y(EGF!{g, x}) 
und natürliche Zahlen m,,...., m,. Dann gibt es ein Polynom A(#+0,€ @F[g, &]) 
vom Grade < m, + »-- + m,, so daß der gebrochene Teil von Aa; i =1,..., t) 
vom Grade < —m; ist (Satz 3). L. Redei. 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Pol, Balth. van der and Pierre Speziali: The primes in k(o). Indagationes 
math. 13, 9—15 = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 54, 9—1o (1951). 

Die ebene Verteilung der Primzahlen r=x+,y]-3 ersten Grades 
(Nr = x? + 3,4? < 10000) im quadratischen Zahlkörper von der Diskriminante 
— 3 wird graphisch veranschaulicht (x, y rational), so daß x Y als rechtwinklige 
Koordinaten aufgefaßt werden. L. Redev. 

Nakayama, Tadasi: Note on 3-faetor sets. Ködai math. Sem. Reports 1949, 
51—54 (1949). 

Verf. überträgt bekannte Regeln für verschränkte Produkte (2-Faktoren- 
systeme) auf die erstmals von OÖ. Teichmüller (dies. Zbl. 23, 198) behandelten 
3-Faktorensysteme. — K/F sei eine galoissche Körpererweiterung mit Galois- 
gruppe ©, K* bzw. F* die Multiplikationsgruppe von K bzw. F. Es wird ein 
‘ Homomorphismus der 3-Faktorensystemklassengruppe von © über K* in die 
2-Faktorensystemklassengruppe von ® über der (bei & invarianten) K/F-Normen- 
klassengruppe von F* angegeben. (Entsprechend Veırf., dies. Zhl. 12, 390, S. 86 
der Arbeit, Satz 2.) Ist 9 ein unter den inneren Automorphismen von & invarianter 
Komplex von h Elementen aus & und a,„,E K*,),u,v€ ©, ein 3-Faktoren- 
system von ®über K*, soist [J a? „‚zu a „,assozilert. (vgl. E. Witt, dies. Zbl. 12, 


ned 
148, S. 191 der Arbeit, Satz.) Auch für die von Witt l.c. gegebene Verallge- 
meinerung des Lemmas über verschränkte Produkte von C. Chevalley wird ein 
Analogon bei 3-Faktorensystemen bewiesen. — Eine Übertragung der Sätze auf 
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(sinngemäß erklärte) 4-Faktorensysteme hängt von der unentschiedenen Frage 

nach dem Zerfallen gewisser 2-Faktorensysteme ab. W. Gaschütz. 
Kuroda, Sigekatu: Über die Zerlegung rationaler Primzahlen in gewissen 

nicht-abelschen Galoisschen Körpern. J. math. Soc. Japan 3, 148—156 (1951). 


Die Klassenkörpertheorie liefert das Zerlegungsgesetz in einem relativ Abelschen Zahl- 
körper für die Primideale des Grundkörpers in bekannter Weise. Hier wird in einem sehr 
einfachen nichtabelschen (absolut) Galoisschen Zahlkörper ebenfalls das Zerlegungsgesetz 
für die Primideale des Grundkörpers, d. h. in diesem Falle für die rationalen Primzahlen auf- 
gestellt. Das Zerlegungsgesetz wird auch jetzt durch Begriffe des Grundkörpers ausgedrückt, 
dabei treten aber auch ‚‚nichtklassenkörpertheoretische Erscheinungen‘ auf, insofern nämlich 
der Typus der Zerlegung der Primzahlen p nicht mehr in allen Fällen eine bloße Restklassen- 
funktion von p ist. Bezeichnungen: R der rationale Zahlkörper; k der Gaußsche Zahlkörper 
R(V—1); a eine weder reelle noch rein imaginäre Zahl in k ohne Quadratfaktor # +1; 
u = ca mit einer positiven ganzen Zahl c und einer ganzen Zahl « in k ohne rationalen Teiler 


— +]; m= Na (die Norm von ); ein ungerader Primzahlteiler von m; k, = R(/m), 
„= RV-m), A=k(Yu), A=k(VYa) (m die Konjugierte von u); V=kıky; K=AA 
(nichtabelscher Galoisscher Körper 8-ten Grades); R* = R(V-1,Yl,...) oder R* = Bi 
Y2,V,...) je nachdem „= +(1 + 2i)!(mod 4) oder u== +(1-+ 2i)! (mod 4) (t= 0,1); 
K* = R*K (nichtabelscher Galoisscher Körper); H(2) die einem absolut Abelschen Zahl- 
körper 2 (in klassenkörpertheoretischem Sinne) zugeordnete Idealgruppe (in diesem Fall 


—| das Jacobische Symbol; 2]. [£ quadratischer bzw. biquadra- 
tischer Restcharakter in k. Ferner bezeichne | - den sogenannten (Dirichletschen) rationalen 


Zahlgruppe) in R; | 


\ 4 
biquadratischen Restcharakter, der so definiert ist. Ist p eine Primzahl = 1 (mod 4) und 
2) = 1, so ist -- = 1 oder —1, je nachdem r ein biquadratischer Rest mod p ist oder 
4 % 
nicht. Ist r = 1 (mod 8), so ist =) =1 oder —1, je nachdem r = 1 (mod 16) ist oder 
4 
/ nm Iy - 
nicht. Ferner ist e 5 — > (2 --, wenn die Faktoren rechts existieren. — Satz. 
IB 5% 1 Da 
Eine nicht in der Diskriminante von K* aufgehende Primzahl p zerfällt in K* in Prim- 


ideale ersten Grades, wenn pE H(R*) und (=) (2) re l, zweiten Grades, wenn 
4 


* p\[p\ (m ee 

PEH(R*) und (2) (2) (| =—1 oder PEHLR*) und PEH(V) oder pE H(V) und 
2 4 4 

pE H(k)NH(k,), vierten Grades, wenn p& H(V) und p€ H(k,) ist. (Weitere Möglichkeiten 

gibt es nicht.) Der Beweis ist sehr leicht. Das ‚„nichtklassenkörpertheoretische‘“ offenbart 


sich im Auftreten des Symbols =) ‚ das nämlich bei der Unterscheidung der Primzahlen 
ersten bzw. zweiten Grades mitspielt. Die Erklärung dieses Auftretens ist folgende. Einer- 


seits hängt der Typus der Zerlegung von p (€ H(V)) unter anderem von # = (2) =) 
IT 


ab, wobei z ein Primfaktor von p in kist, andererseits gilt = = >) I . (Für andere 
n » Jı\m 


Anwendungen dieser Formel s. zwei Arbeiten von Ref., dies. Zbl. 9, 293—294; 1%, 246— 247.) 

Es werden auch noch die Dichtigkeit der jeeinem Zerlegungstypus angehörenden Primzahlen p 

bestimmt und Beispiele berechnet. L. Redei. 
Davenport, H.: Indefinite binary quadratie forms, and Euclid’s algorithm in 


real quadratie fields. Proc. London math. Soc., II. Ser. 53, 65—82 (1951). 


Der Beweis, daß im reellen quadratischen Zahlkörper k(Ym) (m quadratfreie natürliche 
Zahl) der Euklidische Algorithmus (= E. A.) nicht gilt. Die restlichen Fälle wurden von anderen 
auch schon untersucht, weshalb das berühmte Problem des E.A. für quadratische Körper 
(auch für die imaginären) nunmehr vollständig erledigt ist. (Vgl. Chatland, dies. Zbl. 35, 
304, ferner Chatland und Davenport, dies. Zbl. 3%, 308.) Die zwei Hauptresultate lauten: 
Satz 1. Ist f(a,y)= ax: +bxy-+cy: = a(x +0y)(x + 0’y) eine indefinite binäre qua- 
dratische Form mit reellen Koeffizienten «(+ 0), b, c und verschiedenen irrationalen Wurzeln 
9, 6’, so gibt es reelle Zahlen 9, q, so daß stets | (a +9, y + q)| > +1: Vd (d = b? — Aac: 
x, y ganze rationale Zahlen). Satz 2. Sind im Satz 1 die Koeffizienten a, b, c insbesondere 
ganz rational, so gilt dieselbe Aussage sogar mit rationalen 9, q. Bekanntlich sagt man, daß 


in k(Ym) der E.A. gilt, wenn es für «€ k(Ym) ein ganzes &€ k(Ym) gibt, für das |(£—e) (E-ea/)|<1 
gilt, wobei „’“ die Konjugierte in k(Ym) bezeichnet. Wegen dieser Definition folgt aus 
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Satz 2 sofort das obige Resultat bez. der Existenz des E. A. in k(Ym). Die Methode des Be- 
weises der Sätze 1, 2ist eine Verallgemeinerung derjenigen in einer früheren Arbeit des Verf. 
(dies. Zbl. 3%, 171), statt Kettenbrüche (nach der „nächsten ganzen Zahl‘) wird aber hier 
mit der Kette von reduzierten quadratischen Formen operiert. (Die „reduzierten Formen“ 
sind im Sinne von Hurwitz gemeint.) Für die Einzelheiten muß auf die Originalarbeit hin- 


_ gewiesen werden. Es werden noch Bemerkungen im Zusammenhang mit Kintchines Satz ge- 


macht. Verf. meldet noch an, daß A. V. Prasad in einer noch nicht veröffentlichten Arbeit 
die Konstante „4, im Satz 1 zu „\, verbessert hat. L. Redei. 

Heilbronn, H.: On Euelid’s algorithm in eyelie fields. Canadian J. Math. 3, 
257—268 (1951). | 

„Körper“ soll stets einen absolut algebraischen Zahlkörper von endlichem Grade be- 
deuten. Verf. (dies. Zbl. 19, 292; 36, 301) bewies, daß es nur endlich viele quadratische und 
zyklische kubische Körper mit Euklidischem Algorithmus (E. A.) gibt. Nach Davenport 
(dies. Zbl. 36, 163; 3%, 308; 39, 31; s. auch vorsteh. Referat) gilt ähnliches für die nicht 
totalreellen kubischen und für die totalkomplexen biquadratischen Körper. Für die quadra- 
tischen Körper gelang ihm sogar zu beweisen, daß die schon früher bekannten 22 Fälle die 
sämtlichen mit E.A. sind. Hier beweist Verf.: Satz 1. Es gibt nur endlich viele zyklische 
Körper K vom Grad k > 4 mit Primzahlpotenzdiskriminante A und E. A. Dies ist bloß eine 
Folgerung aus den folgenden allgemeineren Resultaten. Bezeichne H bzw. h die Klassenzahl 
eines Körpers, je nachdem die Hauptklasse aus den totalpositiven bzw. allen Zahlen (+ 0) 
von K gebildet ist. Für eine ganze rationale Zahl N bezeichne w(N) die Anzahl der verschie- 
denen Primfaktoren von N. Ein zyklischer Körper K wird vom Typ 7, genannt, wenn er aus 
zyklischen Körpern K,; von dem Grade k; und der Diskriminante A; zusammengesetzt ist, 
so daß sowohl die %; als auch die A, paarweise relativ prim sind und w(4;) = list. Ein zykli- 
scher Körper K vom Grade k wird vom Typ T, genannt, wenn er aus einem Körper K, vom 
Typ T, und von ungeradem Grade, ferner aus einem zyklischen Körper K, von dem Grade 2! 
und der Diskriminante A, zusammengesetzt ist, so daß w(A,) < k gilt und im Fall 1 > 1 die 
Diskriminante des (eindeutig bestimmten) Unterkörpers vom Grade 2!-!1 von K, eine Prim- 
zahlpotenz ist. Satz 2. Für jeden zyklischen Körper K vom Grade k und nicht vom Typ 7, 
gilt (k, H) > 1. Satz 3. Für jeden zyklischen Körper nicht vom Typ 7, gilt A > 1. Für die 
Existenz des E. A. gewinnt Verf. mit seinen früheren Resultaten zusammen: Satz 4. Bei jedem 
k(> 2) gibt es nur endlich viele solche zyklische Körper K vom Grad k und von einer Diskri- 
minante A, für die auch noch eine der folgenden Bedingungen (1)—(11) erfüllt ist: (1) k prim. 
(2) w(k) = 1, k ungerade. (3) w(k) = 1, K komplex. (4) w(A) = 1. (5) w(A) > w(k), k un- 
gerade. (6) w(A) > w(k), K komplex. (7) w(A)> k + w(k). (8) w(A*) > 1 für die Diskrimi- 
nante A* von jedem nichtrationalen Unterkörper von K.(9) k ungerade, K nicht vom Typ T\. 
(10) K komplex und nicht vom Typ 7}. (11) K nicht vom Typ 7,. Verf. bemerkt noch, daß 


es unter den durch V; (5 + V5)p (p Primzahl, = 3(mod 4)) erzeugten reellen biquadratischen 
Körpern von der Diskriminante 125°? unendlich viele mit E. A. geben könnte, desgleichen unter 


den durch Y—p, es + er (p Primzahl, = 3(mod 4)) erzeugten komplexen Körpern 
von sechstem Grade und der Diskriminante — 3°p°. Der Beweis der Sätze ist sehr vielgestaltig, 


macht ausgiebig Gebrauch von der Klassenkörpertheorie und analytischen Hilfsmitteln. 


L. Redei. 
e Jung, Heinrich W. E.: Einführung in die Theorie der algebraischen Funk- 


' tionen zweier Veränderlicher. Berlin: Akademie-Verlag 1951. XIl, 464 S. DM 47.— 


Cette ‚‚Introduction‘ est en fait une volumineuse etude de 462 pages grand format et 
petits caracteres. Le corps de base est celui des complexes, mais les raisonnements ne font 


‚ souvent appel qu’aux proprietes d’un corps algebriquement ferme de caracteristique nulle. 
_ Les methodes ne sont pas tres modernes; l’A. ne parle pas de valuation bien que sa definition 


des diviseurs premiers soit &troitement liee & cette notion, ni de sp£cialisation, bien qu’en 
plusieurs endroits du livre il soit oblig& d’y faire appel. Il utilise essentiellement la theorie 
des fonctions algebriques d’une variable: genre, theor&me de Riemann-Roch, ete., pour laquelle 
aucun rappel n’est fait. C’est que la place n’est pas trop grande pour l’ensemble des matieres 
traitees. Qu’on en juge par les titres des differentes parties: corps rationnels (p. 1—28), places, 
diviseurs premiers et diviseurs (p. 29—87), theoreme de Riemann-Roch (p. 88—135), trans- 


' formation des places (p. 136—204), differentielles (p. 205—256), classes de diviseurs (p. 257— 


339), groupes de points et invariant de Zeuthen-Segre (p. 340—393), problemes particuliers 
(p. 394—458). — Les concepts fondamentaux sont ceux de diviseur premier et de place, 
que nous allons analyser. Soit K une extension du corps des complexes (ou constantes) de 
degre de transcendance €gal & 2; une extension des constantes de degr& de transcendance 
egal & 1s’appelle un diviseur premier ‘% de dimension 1s’il existe un homomorphisme /du corps 
K sur l’ensemble constitue par le corps '% et par le symbole ©. L’ensemble des el&ments € K 
“tels que f(x)-+ 00 forme un sous-anneau A de K qui definit une valuation de dimension 1 sur 
le corps des complexes ; inversement toute valuation de K de dimension ] definit un diviseur 
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premier A/R, A etant l’anneau de valuation et M son ideal maximal, en appliquant z€ A 
sur sa classe SEA/M et EA sur f(x)= 00. La notion de diviseur premier de dimension 1, 
deja donnee par l’A. sous cette forme bien anterieurement [Rend. Circolo mat. Palermo %6, 
113 (1908)], est donc identique ä& celle de valuation de dimension 1. — La notion de place est 
beaucoup moins nette. L’A. prend pour modele du corps K une surface F irreductible d’equa- 
tion (x, y, 2) = 0, et le r&sultat qui suit est & l’origine de la definition d’une place (p. 46): 
en se donnant les constantes x, et y, on peut satisfaire a l’&quation p(x, Y, 2) = 0 par les trois 


1 I: 
elements suivants, appeles place, & [ou z = o) € O[tw, v]], Y Sr sı =) € Cl[tu, v]], 


z€ O((u, v)), ot xet y prennent les valeurs x, et y, pour u = v = 0, et ou O[fu, vJ] et © (u, v)) 
designent l’anneau des series de puissances & coefficients complexes et son corps des quotients; 
de plus il suffit d’un nombre fini de ces places pour obtenir toutes les valeurs de z au voisinage 
de x = x,, y = Y,. L’inconvenient de cette definition est le röle particulier jou& par les deux 
variables independantes x et y; doit-on modifier l’ensemble des places avec un nouveau choix 
de variables ind6pendantes? Ce choix, et l’ensemble des places, commande aussi la distinetion 
entre les diviseurs premiers de 18° et 2°espece. Si x et yn’ont pas pour images deux constantes, 
dans l’homomorphisme qui definit un diviseur premier ®, on dit que ß est curviligne (Kurven- 
primteiler p. 51); Best ponctuel (Punktprimteiler p. 56) si les images de x et ysont deux con- 
stantes, et si, pour une place 8, les fonctions ayant une image nulle sont celles qui contiennent 
une serie de puissances determinee avec un exposant positif. Diviseurs premiers curvilignes et 
ponctuels constituent les diviseurs premiers de 1°"° espece, les autres etant de 2° espece. Les 
diviseurs premiers engendrent un groupe libre abelien dont les elements s’appellent diviseurs. 
On definit ensuite de la fagon classiques les diviseurs entiers, les diviseurs d’une fonction, 
les classes de diviseurs, la classe canonique, les syst&mes lineaires de diviseurs entiers. — Üe 
n’est pas encore ce livre qui fera penetrer sans effort le lecteur non averti dans le domaine 
ardu des fonctions algebriques de deux variables, mais il apporte au lecteur deja initie une 


presentation tr&s complete, enrichie de nombreux exemples bien choisis. Si la geometrie des. 


surfaces algebriques n’est pas mentionnee explicitement, elle trouve ici un grand nombre de 
notions et de resultats directement applicables et prepares pour elle. L. Lesieur. 


Uzkov, A. I.: Körper von algebraischen Funktionen einer Veränderlichen über 


einem beliebigen Konstantenkörper. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.5 (45), 69—155 


(1951) [Russisch]. 

Dieser geschlossenen Darstellung der Theorie der algebraischen Funktionenkörper liegen 
die Methoden und Begriffe zugrunde, die vor allem von H.Hasse, F.K. Schmidt und 
A. Weil bei der Algebraisierung der klassischen Theorie eingeführt worden sind. Im ersten 
Abschnitt werden die später benötigten Hilfsmittel aus der allgemeinen Körpertheorie bereit- 
gestellt. Der Riemannschen Fläche als der Gesamtheit der Stellen des Funktionenkörpers 
ist der nächste Abschnitt gewidmet, wobei die Stellen mittels der Spezialisierungen über dem 
Konstantenkörper definiert werden. Die Betrachtung der Funktionen an einer Stelle führt 
auf die Äquivalenz der Stellen mit den Bewertungen. Daran schließen sich der Unabhängig- 
keitssatz, die Beziehungen zwischen den Stellen des Körpers und denen seiner Teilkörper, 
der Begriff der perfekten Hülle und die Entwicklung der Funktionen in Potenzreihen nach 
Ortsuniformisierenden. Die Frage nach den Funktionen mit gegebenen Nullstellen und Polen 
wird im dritten Abschnitt behandelt. Zunächst werden die Divisorenklassen eingeführt. 
Auf der Betrachtung der meromorphen Funktionen des Körpers beruhen Abschätzungen 
über die Dimensionen der Divisorenklassen, die eine Definition des Geschlechtes ermöglichen. 
Der Untersuchung der linearen Funktionale des Körpers folgt die Definition der Differentiale 
und der Nachweis ihrer Klasseneigenschaft. Nun gipfelt der Abschnitt im Beweis des Riemann- 
Rochschen Satzes. Als einfachste Anwendungen: Untersuchung der Körper vom Geschlecht 0 
und 1 sowie Bestimmung des Geschlechtes der hyperelliptischen Körper. Der letzte Abschnitt 
beschäftigt sich mit den verschiedenen Arten von Erweiterungen eines algebraischen Funk- 
tionenkörpers. Zuerst wird das Verhalten des Geschlechts bei Erweiterungen des Konstanten- 
körpers untersucht. Dann wird kurz der Begriff des allgemeinen Punktes besprochen, und 
schließlich werden die Beziehungen der Divisoren, meromorphen Funktionen und Differen- 
tiale zu denen eines endlichen algebraischen Erweiterungskörpers betrachtet. Im Anhang 
wird noch der Zusammenhang zwischen der allgemeinen Theorie und der klassischen dargelegt. 

H. Reichardt. 


Kawai, Ryöichirö: Notes on the F. K. Schmidt’s „quasidifferente* in fune- 
tion-fields. Mem. Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 145—147 (1951). 

Beweis des Schachtelungssatzes für die Relativ- Quasidifferenten algebraischer 
Funktionenkörper nebst Anwendung dieses Satzes auf den Zusammenhang zwi- 
schen dem Geschlecht eines solchen Körpers und dem eines Teilkörpers. 

H. Reichardt. 
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Zahlentheorie: 


Katz, A.: Third list of factorization of Fibonacei numbers. Riveon Lemat. 5, 
13 (1951). 

Poletti, Luigi: Il contributo italiano alla tavola dei numeri primi. Tavola del- 
Pundicesimo milione. Rivista Mat. Univ. Parma 2, 417—434 (1951). 

Bericht über die Geschichte der Primzahltafeln und über die Arbeit einer 
von der ‚Association Frangaise pour l’Avancement des Sciences‘ eingesetzten 
Kommission, der der Verf. angehört. K. RS 


Balasubrahmanian, N.: On the number defined by N, = — - 3 —: Math. 
Student 18, 130—132 (1951). ed, 


Manikarnikamma, 'S. N.: Some properties of the series 2 um Me . Math. 
Student 18, 132—135 (1951). a 

Borel, Emile: Sur une propriet6 arithmötique des suites illimitees d’entiers. 
C. r. Acad. Sei., Paris 233, 769—770 (1951). 

S sei eine unbegrenzte Folge von ganzen Zahlen. N, sei bei Zugrundelegung 
eines gewissen Zahlensystems die Anzahl der verschiedenen k-ziffrigen Zahlen, 
die man erhält, wenn man jeweils nur die k letzten Ziffern der Zahlen von S nimmt. 
So gilt z. B. für die Folge der Primzahlen >10 im Dezimalsystem: N, =4 
ferner N,< 10 N,, allgemein (1) N, <10N,-ı. Eine Folge S heißt quasinormal, 
wenn in (1) nur endlich oft das Ungleichheitszeichen auftritt, also von einem ge- 
wissen k an stets N;+1 = 10NX7;. ist. Ist 8 nicht quasinormal, so nimmt N,/10* 
mit gegen unendlich wachsendem k ab. Verf. wirft die Frage nach dem quasi- 
normalen Verhalten gewisser Folgen auf und nach einfachen nicht quasinormalen 
Folgen, für die der obige Quotient einen von Null verschiedenen Grenzwert hat 
bzw. mehr oder weniger rasch nach Null konvergiert. J. Heinhold. 

Evans, T. A. and H. B. Mann: On simple difference sets. Sankhyä 11, 357—364 
(1951). 

Verff. verstehen unter einer Differenzfolge (v, k, }) eine Folge von k ver- 
schiedenen Resten a,, da, ..., a; (modv) mit der Eigenschaft, daß jedes d = 0 
(modv) sich genau /-mal als Differenz modv zweier a, darstellen läßt. Für} =1 
heißt die Differenzfolge einfach. Eine notwendige Bedingung für die Existenz einer 
Differenzfolge (v, k, 7) ist offenbar k(k —1)=/(v—1). Man vermutet, daß in diesem 
Falle dann und nur dann eine einfache Differenzfolge existiert, wenn k —1 eine 
Primzahlpotenz ist. Diese Vermutung wird fürk—1< 1600 bestätigt. H. Rohrbach. 

Matulewiez, K.: Sur la solution d’une congruence en nombres eompos6s. 
Colloquium math. 2, 261—263 (1951). 

Hinsichtlich der Frage nach der Umkehrung des kleinen Fermatschen Satzes 
bewies Verf. früher [Ann. Soc. Polon. Math. 22, 291 (1949)]: Wenn zu ge- 
gebenen natürlichen Zahlen a, r, , r, ein ganzes s >0 existiert, so daß r, rzla’=! —1, 
s—1lir, —1,s—1|r, —1 gilt, so folgt a: = a (modr, r,). Der ebenda nur 
für a = 2 geführte Beweis gilt, wie Verf. jetzt erwähnt, unverändert auch für be- 
liebiges a. In der vorliegenden Arbeit beweist Verf. in diesem Zusammenhang: 
Seien g >p Primzahlen, (,p)=(a,Q9y=1,p —1|qg — 1, ar = a(pg), so folgt 
ap-i = ](g). Aus den Voraussetzungen folgt vermittels des kleinen Fermatsatzes 
sofort a1 = 1(pg); andrerseits gilt ard) = arı-i-w-U-(4-U) = 1(pg), woraus 
sich leicht die Behauptung ergibt. Ferner werden numerische Beispiele gegeben. 

H.-H. Ostmann. 

Cugiani, Mareo: Sulle funzioni simmetriche delle radiei delP’unitä (mod p®). 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 651—662 (1951). 

Es sei p eine positive Primzahl. a,b (a<b) seien zwei nichtnegative ganze 
durch 9 teilbare Zahlen. Weiter sei o = p"},wo0 <r<a — 1 und } ein gerader 
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Teiler von p — 1 ist. Nun definiert Verf. W;(a, b; x, a) als k-te elementarsymme- 
trische Funktion jener Zahlen t; im offenen Intervall (a, b), die % = 1 mod p% er- 
füllen. Endlich sei k = sA + h, wo h der kleinste nichtnegative Rest von k nach A 
ist. Bemerkt sei, daß in die Definition von W7, auch A eintritt. — Nun beweist 
Verf.: Erstens für ungerade p: (A) heißt mp {p, Z} der Exponent der höchsten 
Potenz von p, die in einer Zahl Z aufgeht, so gilt für h >1: 


mp {p, Wr(0,n;r,0)}= mp (pr. Ian )} 
Hier und auch bei (B), (C), (D), (E) ist n’ = n/p*"" und n eine durch p* teil- 
bare ganze Zahl. — Bei (B), (C), (D), (E) werden Kongruenzen mod pP bewiesen. 
Hierbei ist der Maximalwert von ß; größer als mp {p, Wr(0,n;r,c)}. (B) Für 
h,=V0 ist en 
W,(0,n;n,o) = 1%): 


(C) Für A =1 gilt Wz(0),n,2, 0), = a (s+1) | # IR Zweitens gilt für =2 


; s+1l 
unter der Voraussetzung A=1, 023: Wı(0,n;r,0o) = I für gerades k (Kon- 
gruenz D, = - I) für ungerades % (Kongruenz E). L. Holzer. 


Giuga, Giuseppe: Su una presumibile proprietä earatteristica dei numeri primi. 
Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 511—518 (1951). 


n—1 
Verf. zeigt, daß zusammengesetzte natürliche Zahlen n mit Yj!= —1 
I‘ 
mod n, wenn sie überhaupt vorhanden sind, mehr als tausend Ziffern haben 
müßten. L. Holzer. 

Reis, Manuel dos: Über vermutete asymptotische Formeln, die sich auf die Prim- 
zahlverteilung beziehen. Gaz. Mat., Lisboa 12, Nr. 50, 83—90 (1951) [Portugiesisch]. 

Verf. gibt einfache heuristische Überlegungen an, welche zahlreiche asym- 
ptotische Formeln plausibel machen, die von Hardy und Littlewood [Acta 
math. 44, 1—70 (1923)] als Vermutung ausgesprochen wurden. Dort ergaben sich 
diese Formeln durch formale Anwendung der Hardy-Littlewoodschen Methode. 

K. Prachar. 

Skolem, Th.: Bemerkungen über die unbestimmte Gleichung ay+yz+xz=k, 
k ganz positiv, und über analoge Gleichungen mit mehreren Unbekannten. Norsk. 
mat. Tidsskr. 33, 41—49 (1951). [Norwegisch]. 

It is easy to find all non-negative solutions of the indeterminate equation (1) 
2y+ yz + zz = k. T'he number of all such solutions is found by L. J. Mordell 
[Amer. J. Math. 45, 1—4 (1923) ]. In this paper the author proves that all solutions 
of (1) may be derived from the non-negative solutions by the transformations 


ee, ysyt2r 2 +20 ver t2y Yay, 2a Dr 
"= x +22, =y+ 22,2' = —z. The same problem is solved for the equation 
&y+2z + y+xu+yu+zu=k. W. Ljunggren. 


Buquet, A.: Structure en reseau des solutions en nombres rationnels de P’&qua- 
tion diophantienne f(t)= At? + Bt? + Ct? +Dti+ E=s?. Mathesis 60, 239 
—243 (1951). 

Verf. behandelt die in seiner früheren Arbeit I (dies. Zbl. 41, 18) aufgeworfene Frage, 
wie sich die von zwei der Gleichung I, (1) zugehörigen Erzeugenden © (t, t’), ®’(t, t‘), die ver- 
schiedenen Werten von / entsprechen (wegen der Bezeichnungen vgl. die genannte Bespr.), 
hervorgebrachten Euler-Ponceletschen Ketten $, 8’ kreuzen lassen, d.h. wie man & be- 
nutzen kann, wenn man bei jedem Gliede von 8’ beginnt. Verf. weist zunächst an dem Bei- 
spiel I, c) den Weg zum allgemeinen Falle. In diesem handelt es sich um den Beweis der Ver- 
tauschbarkeit der in t und {” symmetrischen, zu I, (1) gehörigen Erzeugenden 
(1) Ol!) =(a? +ft te)? +(fR + +d)!’ tet +di-+tec, 

(1) PukN)= lt +fite)i? HR HUHN)’ ter tditc, 


so daß die Diskriminanten dieser beiden in #” quadratischen Polynome 8f(t) und 8”f(t) sind 
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(8 8’ = 0). Er läuft auf den Nachweis der Symmetrie (S.) der Resultante 7(«, 8) der beiden 
Gleichungen 5 5 AM ; 
Da) = PP +Ot+R=0, Dl,)= PR +Qi+R=0 

hinaus, deren Vorzahlen P,..., R’ sich durch a, ß und nach (1), (1/) durch a,...,f/ aus- 
_ drücken. Sie nimmt die Gestalt 47 («, 8) = U? — 88’f(«) f($) an, und die $. von U besteht 

dann und nur dann, wenn L = 2(ad’ — a’d) +(b + 2e)’ — (b’ +2e)f, M=2(fe —cf) + 
(b’ + 2e)d— (b +2e)d’, N = 2(ac’ — ca’) +df’— d’f verschwinden. Zur Entscheidung 
- darüber leitet Verf. für L, M, N ein lineares homogenes Gefüge © her, DM —A4AEN=(0, 

BL—-4AN=0, DL— BM=0. Es lehrt, daß in der Tat (2) L=M=N = 0 ist, wenn 

die Determinate A = — 4(AD? — EB?) von ® nicht 0 ist. Aber auch wenn A = 0 ist, gelingt 

der Beweis von (2). — Von ®, ®’ und einer Lösung i,, von I, (1) ausgehend, kann man jetzt 

ein Netz von Lösungen dieser Gleichung wie folgt herstellen: Haben © (ty, t) = 0, D’(t,, t) = 0 

die Wurzeln i,,—1; fo und t_1,9; tıo, SO folgt aus der S. von T eine gemeinsame Wurzel t,, von 

© (ty; t) = 0, D’(ty1,t) = 0. Die Wurzeln to, kıos foı> ti besetzen so vier Nachbarfelder eines 

(unbegrenzten) Schachbretts, dessen Feld mit den Bestimmungszahlen i,j die Lösung tb; 

einnimmt. — Verf. weist zum Schluß auf die von mehr als zwei Erzeugenden herrührenden, 

mehr als zweifach ausgedehnten Netze hin. L. Koschmieder. 
Boldyreif, A. W.: Methods of solution of diophantine equations by elementary 

means. Boll. mat. 24, 31—40 (1951). 

Myeielski, Jan: Sur les representations des nombres naturels par des puissances 

ä base et exposant naturels. Colloguium math. 2, 254—260 (1951). 

‚Es bedeuten O(n) die Teileranzahl, o(n) die Teilersumme, ı(n) das Teiler- 
produkt von n. Verf. betrachtet die Gesamtheit der Darstellungen n = k°, etwa 
Be o— ...— am, 4, >%>.- Daun, alsol=b, <.-- <by,n. Wie leicht 
zu sehen, sind die 5; zugleich sämtliche Teiler von b,.), also y(n) = O(b,m))- 
Ferner werden die Funktionen 7(n) = o(b,.n)); X(n) = ı(b,m); y(n)=a-+ "+ Ayn) 
t(n) 

x (n)?Iy m 
' aus ı(2)? = x9(%) folgt. Es werden auf einfachem und elementarem Weg Relationen 
dieser Funktionen hergeleitet, z. B. 

on) = nm, BiLDen _.s Bea 
n=2 % k=2 s=2 

(durch geeignetes Zusammenfassen der Glieder der Doppelreihe unmittelbar zu 
bestätigen), 


@(N) = Ay **' An), a(N) = eingeführt, wobei y(n)?'?® = b,(„)ist, wie leicht 


Mr _o(&=1) By... ze0(2 >), 
S y(n)—n—P(n) OT =, . os zm)—1 m 
er em) -In, ne, bzw.=0 sonst), 2 5 et 


N 


Schließlich werden noch Formeln für die Funktionen ) y(»), 3 yb), > tler) 
2 2 


Breegeben. H.-H. Ostmann. 

Mardzanisvili, K. K.: Über einige additive Probleme der Zahlentheorie. Acta 
math. Acad. Sci. Hungar. 2, 223—227 (1951) [ Russisch]. 

This is an expository paper dealing with the history of the Waring problem, 
the Goldbach problem, the Waring-Goldbach problem, the simultaneous Waring 
problem, and the simultaneous Waring-Goldbach problem. Most of the discussion 
concerns the works of I.M. Vinogradov, Loo-Keng Hua, and the author. 
The resume of the author’s doctoral dissertation (this Zbl. 36, 305) covers essen- 
tially the same material. P. T. Bateman. 

Mann, Henry B.: On the number of integers in the sum of two sets of positive 
integers. Pacific J. Math. 1, 249—253 (1951). 

Sind A(n), B(n), C (n) die Anzahlfunktionen der Mengen nichtnegativer ganzer 
Zahlen A, Bund C = A + B, so gilt, falls O€E Afür1E Bbzw.0OE An B sonst, 
ferner 1, 2,..., k-1lE€EA, kEA erfüllt ist: 


C(n)>n-inf en) + B(n) für allen &C. 
mar mt 


Ir 
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Damit verbessert Verf. eine frühere, von ihm gewonnene Abschätzung, die sich von 
der obigen nur dadurch unterscheidet, daß sie die Abhängigkeit von % nicht ent- 
hält [Ann. of. Math., II. Ser. 43, 523—527 (1942), Theorem II]. H. Rohrbach. 
Moser, Leo: A theorem on quadratie residues. Proc. Amer. math. Soc. 2, 
503—504 (1951). 
Ein recht einfacher analy tischer Beweis für den bisher elementar nicht be- 
(p_1)/2 
wiesenen Satz von Dirichlet: E= N% u >0 (p=3(mod4), p Primzahl). 
k=1 
[Vgl. auch Kai-Lai Chung (dies. Zbl. 27, 156) und A. L. Whiteman (dies Zbl. 


py—1 2rir 


35, 310)]. Multipliziert man den Imaginärteil von ip N 2 e ?.. mi 
r= = 
1 /(n\ 1 2m-—1l 
I ” ») und summiert übern =1,3,5,..., so ergibt sich für S — S ame pm 
Fi Zus MRS ee obei 9 = = . Die er Summe ist 
der Wert p DIR ln wobei 0 = — 
2 u . p—h \ h\.. 
Sr 7 (0 <O<r) oder — = (t<0O<2r), somit folgt wegen | Ber 5) die 
rkuse S= ie .. Da Euer ist, genügt es zu beweisen, daß S > 0. Das 
eh 1 (2m — 1 1 m 
folgt aus der Stetigkeit von > em ıp | = — IT| ; | R )) für 
s>1 (q läuft über alle Primzahlen), wenn man s = 1 einsetzt. L. Redei. 
Lehmer, Emma: The quintie character of 2 and 3. Duke math. J. 18, 11—18 


(1951). 
Bezeichne p eine ungerade Primzahl, g eine Primzahl, k eine ungerade natür- 


liche Zahl, (0, 0); die Anzahl der Paare benachbarter &k-ter Potenzreste modp - 


im Intervall (1,9 — 1), ys(k) die Anzahl der Systeme (a,, ..., a,) von k-ten 
Potenzresten (q@,, . .....09 = 1a... .., 9 — 1),” die . eine? Lösung der” Kongruens | 
1+qa+::''+a,=0(modp) bilden. Lemma 1. (0,0); ist ungerade oder gerade, 


je nachdem 2 ein k-ter Potenzrest mod» ist oder nicht. Lemma 2. Es ist y,(k) =1 
oder O0 (modg), je nachdem g ein k-ter Potenzrest modp ist oder nicht. Letzteres 


entsteht einfach daraus, daß die Anzahl derjenigen Lösungen (a,, ..., dy), die 

auseinander durch Permutieren der @,, ..., a, entstehen, durch q teilbar ist, 
1 5 3 

ausgenommen q@, ... CE = (modp)], wenn g ein k-ter Potenzrest ist. 


Lemma 1 ist wegen y3(k) = (0,0), ein Spezialfall von Lemma 2. Dieses läßt sich 
zur Bestimmung des Verhaltens von kleinen g anwenden, da nach Lebesgue [(J. 
Math. pur. appl. 3, 113—144 (1838)] für k|p — 1 gilt: py,(k) = [(p — 1)/Rk]a + 

"nt, wobei die n; die (p — 1)/k-gliedrigen Perioden von Gauß bezeichnen. 
So entstehen: Satz 1. Die Zahl 2 ist 5-ter Potenz modp (p = 10r +1) dann 
und nur dann, wenn im Fall p = 20n +1 das System p = a? + 505? + 500° + 
125d?, ad=.c? — b? — 4bc, im Fall p=20n +11: das System 2p = 2a? 


2508.-1-.2502-1-:25042,. Aadı= c& — bE-— Abe in ganzen a,b,c,d lösbar ist. 


Satz 2. Für die Zahl 3 gilt ähnliches mit 169 = a? + 45052 + 4500? 112542, 
ad=.c: —b? —4be(p = 30n +1) bzw. 169 = 8la? + 4505? + 45002 4 125d2, 
ad = c? — b? — 4bce (p = 30n + 11). Beide Sätze lassen sich vereinigt auch so 
aussprechen: Satz 3. Die Zahl g(— 2, 3) ist 5-ter Potenzrest modp dann und nur 
dann, wenn die (p — 1)/5-gliedrigen Perioden nicht zu q prim sind. L. Redei. 
Ollerenshaw, Kahleen: Addendum: On the eritical lattiees of a sphere and 
four-dimensional hypersphere. J. London math. Soc. 26, 316—318 (1951). 
Ergänzungen zu den Beweisen in den beiden Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 
34, 176; 35, 311), die sich mit der Auffindung der kritischen Gitter der drei- bzw. 
vierdimensionalen Einheitskugel befassen. J. Heinhold. 
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Obrechkoff, Nikola: Sur l’approximation diophantique des formes lindaires 


‚pour des valeurs positives des variables. Annuaire Univ. Sofia, Fac. Sci., Math. 


Phys. 46, 343—354 und französ. Zusammenfassg. 355—356 (1951) [Russisch] 


Verf. zeigt folgenden interessanten Satz: Es liege die Linearform L = S m %; 
i=1 
(@; reell) vor. Weiter seien /}, ..., A, natürliche Zahlen. Dann gibt es nichtnegative 


ganze Zahlen X,,..., %, (nicht alle Null) und ein ganzes y, so daß 


1 


Br *Tz a M=-1+%% nee. 


Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn L = x; (mod l), wo g ganz 


und zu M relativ prim ist. Verf. erweitert den Ta An mehrere Linearformen. 

[Besprochen nach der französischen Zusammenfassung, die dem Ref. allein zu- 

gänglich war. Diese Zusammenfassung enthält mehrere sinnstörende Druck- 

fehler. Es fehlt z. B. (2).] E. Hlawka. 
Remez, E. Ja.: Über alternierende Reihen, die mit zwei Algorithmen M. \. 

Ostrogradskijs zur Approximation von Irrationalzahlen in Zusammenhang gebracht 

werten können. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.5 (45), 33—42 (1951) [Russisch]. 
0 <wo<6l, there is an expansion 


1 1 il 1 
w— — E Hm — - er 
Fo FoFi Fo Pı Fa PoFı Fars 
where 9,, P,, ... are positive integers such that 9, <P, <Ppa<-:-, and also 
an expansion where 
1 1 1 1 
ww ee 
Io 91 92 93 
where g,, 9; -.- are positive integers such that +1 > 91 (@n + 1). These ex- 


pansions are unique except for an obvious ambiguity in the last term when w is 
rational. The author discusses these expansions in considerable detail, particularly 
their röle in approximating irrational numbers by rationals. P. T. Bateman. 


Mengenlehre: el 
e Cantor, Georg: Contributions to the founding of the theory of transfinite 
numbers. Translated, and provided with an introduetion and notes, by Philip E. B. 
Jourdain. New York: Dover Publications, Inc. 211 p. 1.25 dollars. (Ohne Jahres- 
angabe.) 
Unter obigem Titel Fr vom Übersetzer, der noch mit G. Cantor in Brief- 
wechsel stand, die in zwei Teilen erschienene Abhandlung Cantors[Math. Ann. 46, 


481-512 (1895) und 49, 207—246 (1897), übernommen in ,„G. Cantor, Ge- 


sammelte Abhandlungen“ (Berlin 1932) auf S. 282—351] ins Englische über- 
tragen. Der Übersetzung geht auf S. 1—82 des Buches eine historische Einleitung 


‚voran, deren größere Hälfte, etwa ab S. 23, der Besprechung der früheren Arbeiten 


Cantors gewidmet ist, mit der Tendenz, den Gang der begrifflichen Entwick- 


Jung hervorzuheben. Dieselbe Tendenz verfolgen die Seiten 1—22 der Einleitung, 


worin die Leistungen gewürdigt werden, mit denen u.a. Fourier (1768—1830), 


, Dirichlet (1805—1859), Cauchy (1789—1857), Riemann (1826—1866), 
_ Hankel (1839—1873) und vor allem Weierstraß (1815—1897) zur allmählichen 


_ „Arithmetisierung‘' der Begriffe der (reellen) Zahl, der Funktion und der ‚„Punkt- 


menge‘‘ beigetragen haben. — Die Schlußseiten 202—208 enthalten Angaben 


“ über die Weiterentwieklung der Mengenlehre nach Cantor bis zum Jahre 1913. 


W. Neumer. 
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Cassina, Ugo: Su di un sistema di numerazione a basi variabili. I, I. Ist. 
Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 223—234, 235—240 
1951). 

RL [m » Me, M3, ...] eine Folge natürlicher Zahlen größer als 1, so läßt sich 
nach G. Cantor jede Zahl des Intervalles [0,1] auf genau eine Weise in der Form 

eı 2 €3 
m. NL) EIER NE 
gen 0<c,<m, — 1 genügen, wobei unendlich oft sogar c, < m, — 2 ist. Verf. 
ersetzt nun die konstante Folge [m}, Mg, m3, ...] durch eine variable Folge 

[m; , Mg (&%,), Ms (% > %), My (X > %2, %3), ...] 

und will dadurch erreichen, daß ‚jede Zahl ihr eigenes System von Basen und 
Einheiten hat“. Wie das im einzelnen geht, könnte Ref., auch wenn ihm alles klar 
wäre, schon deshalb nicht in Kürze hier sagen, weil Verf. selbst einen großen 
Teil der Arbeit auf bloße Definitionen verwenden muß. Als eigentlicher Zweck 
der Übung wird angegeben, daß mit diesem allgemeinen Zählsystem ‚‚der Begriff 
des ‚Arcus‘ in der Mengenlehre vom Auswahlprinzip befreit werden kann“. Doch 
geschieht das hier nicht, sondern es wird auf eine kommende Arbeit des Verf. 
verwiesen. O. Perron. 


Cassina, Ugo: L’arco nella teoria degli insiemi liberato dal principio della 
seelta. I, H, III. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 75—88, 
89-101, 102—110 (1951). 

Soit ? un ensemble (extrait d’un espace mötrique connexe #E) irr&ductible entre 
deux de ses points; alors © peut &tre consider& comme une chaine (= ensemble 
totalement ordonne). L’A. prouve que si un tel © possede la propriete extremale, 
i est hom&omorphe de [0,1]. L’A. en donne deux demonstrations effectives: l’une 
en ramenant le th. au th. classique de Cantor concernant le type ordinal de la 
chaine [O, 1] (Note I), l’autre (exposee dans les notes II, III) se basant sur le 
syst&me d’enum£ration A base variable (v. la recens. pr&ced.). L’A. dit qu’une chaine 
CO CE jouit de la propriet& extr&male si, quels que soient: l’ensemble u CE 
et les points a, b verifiant a€ CM intu=+vide=Ü N extu3b, la chaine [able fru 
possede un premier point et un dernier point (ru = frontiere de u; [a, b]Jo est 
l’ensemble des points x € © situ6s entre « et b ou tels ue z=aoux=b). 

@G. Kurepa. 

Geymonat, Ludovieo: Il concetto di „legge qualunque“ e il postulato di Zermelo. 
Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 254—255 (1951). 

Gehring, Frederick W.: Images of convergent sequences in sets. J. London 
math. Soc. 26, 249—256 (1951). 


Ref. hat gezeigt [Commentarii math. Helvet. 19, 236—239 (1946/47)], daß eine Punkt- 
menge E des n-dimensionalen euklidischen Raumes mit positivem Maß zu jeder endlichen 
Punktmenge 8 ein ähnliches Bild 8° von S als Teilmenge enthält. Verf. geht von der Bemer- 
kung aus, daß diese Aussage nicht mehr gilt, wenn $ unendlich ist; er wendet sich verschie- 
denen sich hier ergebenden Fragen zu. Es wird gezeigt: 1. Ist E nirgends dicht, so gibt es eine 
konvergente Punktmenge S(&, = 1,2,...; 2: — 0), so daß # kein ähnliches Bild 8’ von $ 
als Teilmenge enthält (x bezeichnet den Ortsvektor eines Punktes). 2. Hat E positives inneres 
Maß, so enthält E zu jeder konvergenten Punktmenge 8 ein ähnliches Bild 8°, vorausgesetzt, 
daß die Konvergenz hinreichend stark ist. Dies ist eine Folgerung eines Theorems von 
H.Kestelmann (dies. Zbl. 38, 33), wonach ein solches E sogar ein translationsgleiches Bild 8” 


+... darstellen mit ganzen Zahlen c,, die den Ungleichun- 


jeder konvergenten Punktmenge $ enthält, falls || <c,, ?=1,2,... gilt, wo die Zahlen- 
folge {c: > 0} der Punktmenge E fest zugeordnet ist. 3. Verf. nennt die konvergente Punkt- 
menge T’(yi,? = 1,2, ...; y: — 0) y-approximativ zu 8, wenn | y; — “| Sylal,o=e 12a Te 


zeigt: Ist S eine beliebige konvergente Punktmenge, K die Einheitskugel und e >0 beliebig, 
so gibt es eine abgeschlossene Punktmenge E, ECK, m(E) >m(K) — e, so daß E für keine 
mit S approximative konvergente Punktmenge 7 ein ähnliches Bild 7’ als Teilmenge enthält, 
fails y< 1 ist. 4. Die Universalmengen im Sinne von Kestelmann kann Verf. als diejenigen 
Punktmengen charakterisieren, welche zu jeder konvergenten Punktmenge $ ein translations- 
gleiches Bild $’ als Teilmengen enthalten, vorausgesetzt, daß der Durchmesser von S nicht 
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größer als eine fest wählbare positive Konstante ist. Eine Universalmenge enthält zu jeder 
 konvergenten Punktmenge Sein ähnliches Bild 8’; die Umkehrung hiervon gilt nicht. Genauer: 
Verf. konstruiert eine interessante Punktmenge E (Auswahlaxiom benutzt!) der Eigenschaft, 
daß alle Punktepaare x, y von E eine irrationale Distanz |x — y| aufweisen und daß E zu 
jeder konvergenten Punktmenge 8 ein ähnliches Bild 8’ enthält. E kann offenbar nich uni- 
versell sein. H. Hadwiger. 

-Ketskemety, I. und &. Fodor: Einige Sätze über die binären Relationen. Acad. 
Republ. popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 2, 485—488, russische und deutsche 
Zusammenfassgn. 489—490, 491—494 (1951) [Rumänisch]. 

Occupandosi di aleuni problemi che scaturiscono dalle ricerche di Sierpinski 
e Piccard riguardanti le relazioni tra gli elementi x di un insieme E e i suoi sotto- 
insiemi non vuoti r, gli AA., in un lavoro precedente (questi Zbl. 39, 277) hanno 
stabilito che, detta z la potenza del sotoinsieme E, di E formato da tutti gli 
elementi € E per cui la potenza dell’insieme degli r riferiti ad x dalla relazione 
x Rre&e<n (nessendo al piü eguale alla potenza di E), vale la disuguaglianza 
22 — 1< nz. — In questo lavoro, riattaccandosi alla Nota ora citata, gli AA. 
pongono e risolvono tre problemi — Teorema I. Non esiste una relazione (R) 
per eui tutti gli elementi dell’insieme finito M sono in relazione con n sottoinsiemi. — 
Teorema Il. In infiniti casi esiste una relazione per ceui tutti gli elementi del- 
l’ihsieme finito M sono in relazione con n sottoinsiemi effettivi di M. — Teorema III. 
Secondo il teorema & impossibile una relazione per cui ogni elemento sia in rela- 
zione con n sottoinsiemi dell’insieme finito M. Esistono dunque z, elementi 
di M che sono in relazione con n, sottoinsiemi di M, z, che sono in relazione con 


Ng> ...,2, che sono in relazione con n,. Tra questi numeri sussiste la disugua- 

glianza JJ 2®-1< % ma Ü=k=#...=#r) per tutte le combinazioni 
EHE, EBENE VETlreo® 

N L. Giuliano. 


Differentation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie: 


Los, J.: Un problöme concernant le prolongement des fonetions aux o-mesures. 
Colloquium math. 2, 271—274 (1951). 

B sei eine Boolesche Algebra. Die für X € B erklärte nichtnegative Funktion 
u(X) heiße ein o-Maß, wenn u(X + Y) = u(X) +u(Y) -u(XY), u X X) = 0, 


Betr NYIEB, im) =0 fürs, ad, De, El 
Nn— X i=1 
XEBei=1,;,2,...) gilt. Für £C%B wird die Frage untersucht, unter welchen 
Bedingungen eine für XE€ X erklärte reelle Funktion f(X) zu einem o-Maß auf 
®B fortsetzbar ist. Es wird gezeigt, daß folgende Bedingung zu diesem Zweck nicht 
hinreichend ist: für jede endliche oder abzählbar unendliche Menge CB gibt 
es ein o-Maß u auf der kleinsten ) enthaltenden Unteralgebra von ®, so daß 
für XEXNY u(X) = f(X) gilt. Durch eine leichte Modifikation dieser Bedingung 


kann man aber zu einer hinreichenden Bedingung gelangen. A. Osdszdr. 
Marezewski, Edward: Measures in almost independent fields. Fundamenta Math. 
38, 217—229 (1951). 
Die Mengenkörper M,, tE T, von Teilmengen einer Grundmenge X heißen unabhängig 
(bzw. fastunabhängig), wenn für jede endliche Folge t,, t,, ..., i„ von verschiedenen Indizes 


üE T und jede HE M,, mit B;+# 0 (bzw. a,E) #0) gilt: (DN E,=0. Hierbei bedeutet 
=] 


wein Maß (= eine nicht negative, additive und normierte Mengenfunktion) auf M,, tE T. 
Gilt (1) für jede beliebige abzählbare Folge von verschiedenen Indizes t,,t,,... aus T, so 
heißen M,, t€E T, o-unabhängig (bzw. o-fastunabhängig). Es sei „ ein Maß auf dem kleinsten 
Körper M, der jedes W,, tE T, als Unterkörper enthält mit 


u(Eı (a) E, (RR) E,) — u(E,) u(#B;) Ei u(En); Ei, @ M, (Ü = Al; 2, ... n); 
dann heißen M,,tE€ T, u-stochastisch unabhängig. Existiert zu vorgegebenem Maß | M,, 
tE T, ein für alle {€ 7 gemeinsames erweitertes Maß v|M, so daß Wi, tE T, v-stochastisch 
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unabhängig sind, so heißt v|M eine multiplikative Erweiterung; sie ist eindeutig, falls vor- 
handen. (1): Für die Existenz einer multiplikativen Erweiterung von u, | D, t€ T, ist notwendig 
und hinreichend, daß M,,tE€ T, fastunabhängig sind. Die Existenz einer multiplikativen Er- 
weiterung bei jedem definierbaren Maß | Wu, t € T, ist äquivalent zu der Unabhängigkeit 
von M,,tE T. Es sei jedes M, ein o-Körper und w, ein o-Maß auf M,tEeT; so ist nach 
Verf. bisher kein zu (I) analoges Kriterium für die Existenz von multiplikativen o-Erweite- 
rungen bekannt; wenn aber mit Ausnahme von einem M, alle N%, t€ T, aus endlich vielen 
Elementen (Mengen) bestehen, so ist die o-Fastunabhängigkeit von Mr, tET, hinreichend 
für die Existenz einer multiplikativen o-Erweiterung. Die o-Unabhängigkeit ist dagegen stets 
hinreichend, jedoch nicht notwendig für die Existenz einer multiplikativen o-Erweiterung. 
Für T = {1, 2} ist die Fastunabhängigkeit, die in diesem Falle mit der o-Fastunabhängigkeit 
zusammenfällt, dafür nicht stets hinreichend. : D. A. Kappos. 
Enomoto, Shizu: On completely additive classes of sets with respeet to Cara- 
th6odory’s outer measure. Proc. Japan Acad. 27, 627—631 (1951). 
Definitionen. Es sei X eine Menge und X& der (Hausdorffsche) o-Körper 
(genauer Boolesche Vollverband) aller Teilmengen von X. Ferner sei (im Sinne 
von Caratheodory) u|X eine Maßfunktion und G(u) der o-Körper der u-meß- 
baren Teilmengen von X; außerdem genüge «|X der folgenden Endlichkeits- 
bedingung: Es existiert (mindestens) eine sogenannte Fundamentalfolge, kurz: 
F. F., {K„}, wobei nämlich K„ € C(wu), RS Kn4, u(K,) <t@,n=1,2,..., 
und X = U K,„. Ein Unterkörper bzw. o-Unterkörper M von & heißt u-additiv 


N 
bzw. u,c-additiv, wenn für eine (und dann für jede) F. F. {K,„} gilt: Für beliebige, 
endlich bzw. abzählbar viele, paarweise fremde A;EM und für jedes n ist 
uU A;K,) = N ulA;K,). — Nun sei R(w) das System aller AEX mit 
MARK, =uUlK,, uk, —- 4), n=1,2,...,. für eine (und ‘dankt fürssjedey 
F. F. {K,„}; ferner sei&(u) das System aller KH € &mitu(A) = w(AE) +u(A — E) 
für jedes AE R(w). — Für irgendeine Familie {M,} von Teilsystemen M, 
von & bezeichne (M,) bzw. [M,] den kleinsten Unter- bzw. o-Unterkörper von X, 
welcher alle I, enthält. Schließlich sei M das System aller w,o-additiven (o-Unter- 
körper) WM von X; es sei M teilweise geordnet vermöge des mengenalgebraischen 
Enthaltenseins < für W, W’ € M.— Ergebnisse: 1. Es ist &(u)< E(vu) <R(w). 
Für jedes w-additive M gHM<N(u). — 2. Es ist E(u) u,o-additiv. — 3. Für 
u-additives M ist [M] wo-additiv. — 4. Für u,c-additive M, A ist [M, WU 
selbst w,o-additiv genau dann, wenn u(BK,) = u(BOK,) +u((B— O)K,) 
für alle BEA, CEM und alle K„ einer F. F. — 5. Zu jedem MEM existiert 
ein, bezüglich der teilweisen Ordnung <in M maximales M* € M mt M< M*. — 
6. Durchläuft M; alle maximalen (u,o-additiven) MEM, so gilt Ru) = UM& 


und EwW)W = NM. — 7. Es ist N(u)E M genau dann, wenn u(A) = u(AB) .. 


u(A — B) für alle A, BENR(u). Es ist M bei der teilweisen Ordnung < ein ge- 
richtetes System genau dann, wenn &(u) = R(u). Beispiele zeigen, daß E(u) + C&(u) 
und E(v) = R(u) sein kann. Otto Haupt. 


Sunouchi, Gen-iehirö: On the sequence of additive set funetions. J. math. 
Soc. Japan 3, 290—295 (1951). 

Den Ausgangspunkt bildet eine gegen eine endliche Mengenfunktion F konvergierende 
Folge totaladditiver und u-totalstetiger Mengenfunktionen F,, die im Bereich der u-meßbaren 
Teilmengen einer Menge M, zu denen auch M gehöre, definiert sind. Ein Satz von Saks, 
nach dem diese Folge bei endlichem «(M) gleichmäßig totalstetig und F totaladditiv und total- 


” . ” * ze 
stetig ist, wird in der folgenden Gestalt auf den Fall M = U M, mit meßbaren M, endlichen 


n=1l 
Maßes übertragen: zu jedem e > O gibt es ein ö > O und natürliche Zahlen n, und m,, so daß 
aus u„(ENM)<6 Ü=],...,m,) und n>n, folgt |F.(E)| <e. Ohne jegliche Endlichkeits- 
voraussetzung über .ı kann mittels einer Schlußweise von Saks gezeigt werden, daß F wiederum 
totaladditiv und „-totalstetig ist. Die Anwendungen bestehen aus einem Äquivalenzbeweis 
für die schwache und starke Konvergenz indem Banachschen Raum (!), einer Verallgemeinerung 
eines Satzes von Hahn, nach der die Grenzfunktion einer konvergenten Folge unbestimmter 
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Lebesgue-Stieltjesscher Integrale wieder ein solches darstellt, und einfachen Sätzen über die 
Abhängigkeit eines Lebesgue-Stieltjesschen Integrals vom Maß bei beschränktem Integranden. 
— Der sogenannte Hellysche Satz, bisher im n-dimensionalen euklidischen Raum formuliert, 
wird in separablen metrischen Räumen bewiesen, wobei die auftretenden Maße etwa im Bereich 
der Borelschen Mengen definiert sein mögen: jede gleichmäßig beschränkte Folge von Maßen un 
enthält eine Teilfolge z.,, zu der ein Maß u existiert, so daß u, (E) > u(E) für jede bezüglich u 
quadrierbare Menge E. Ist M kompakt, so folgt hieraus weiter Std, > [ran für jede 
stetige Funktion f (Bochner-Kryloff-Bogoliouboff). 2 K BRD. 


Pregnolato, Giuseppe T.: Media integrale e integrale di Lebesgue. Ist. Lom- 
bardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 498—508 (1951). 

L’A. se propose de definir l’integrale de Lebesgue par une construction, qui permette 
de retrouver sa valeur moyenne. — Lemme: Si les mesures .ıA,, u B, de deux ensembles 
lineaires de points, A,, B, sont finies, on peut &tablir entre leurs points une correspondance 
biunivoque ]', en negligeant (pour «A, < u B,) un certain ensemble de mesure nulle Au A,, 
de sorte qu’& tout sous-ensemble mesurable de A, corresponde un sous-ensemble mesurable 
de B, et de möme mesure. L’on obtient /'& l’aide de translations de certains sous-ensembles 
de A, (correspondance par transport, conservant la mesure). L’on designe par tx le 
point correspondant & zE€ A, — Au, en appliquant 7’. — Soient f,(x) une fonction reelle, 


un 
> 2 


; 2 
5, = T, — 4. L’on effectue 7‘, en negligeant A, et l’on definit f,(x)en 7, = T— Av; 
en posant f(x) = fi(tx) = 4 [fu(x) + fu(Tx)], pour € A, — A,, tandis qu’aux points de 
T,, distincts des x et zz, l’on pose f(x) = f(x). — Soitn=1, 2, ..... Le m&me procede definit 
17%) en 7, Er 1 ua, 7%) = 0, & partir de m-ı1(2). Soient A,, Au: les bornes de 
In(x), il yaAn > Au, An< Anı et O<An— An (2) (A— A). DO existe done M = lim A, 
— lim A„, pour n >. M est dite moyenne (arıthmeötigque) integrale de f(x) en 


IT Dee. eb lime„(@))— 20. Derplus, IER® de =M(b — a), ce qui prouve l’inde- 
T 


pendance de WM du choix des 7', dans la definition des a2)» A. Froda. 

Sargent, W. L. C.: On the integrability of a produet. IH. J. London math. 
Soc. 26, 278—285 (1951). 

Verf. vervollständigt die von J.C. Burkill angegebene hinreichende Be- 
dingung dafür, daß x(t) k(t) in (0, 1) im Cesäro-Perronschen Sinn der Ordnung n 
(n > 0, ganz) integrierbar ist, falls dies für x(t) zutrifft, zu einem notwendigen 
und hinreichenden System. Den Fall n = 0 hat Verf. bereits in einer früheren 
Note (dies. Zbl. 31, 292) im gleichen Sinn erledigt. Die analoge Fragestellung 
bezüglich der Teilklasse derjenigen Funktionen, die sogar in (w, 1), w0 <u <I1 
sein soll, im Lebesgueschen Sinn integrierbar sind, und wobei eine entsprechende 
hinreichende Bedingung von L. S. Bosanquet vorliegt, wird auf gleiche Weise 
geklärt. H. Hadwiger. 


Frenkel, Yanny und Mischa Cotlar: Nichtadditive Ober- und Unterfunktionen 
in der Theorie des Perron-Denjoy-Integrals. Revista Acad. Ci. Madrid 44, 411— 
426 (1950) [Spanisch]. 

Es ist bekannt, daß für die Integrierbarkeit einer Punktfunktion im Perron- oder Denjoy- 
schen Sinne die Existenz von majorisierenden und minorisierenden additiven Intervallfunk- 
tionen notwendig und hinreichend ist. Verff. zeigen, daß man auf die Voraussetzung der Addi- 
tivität bei den Intervallfunktionen verzichten kann: Gestattet die meßbare Punktfunktion p(%) 
im Intervall I eine P-Majorante f und eine P-Minorante g, so ist sie P-integrierbar, und für 
ihr P-Integral P(J) gilt ßg(J)< P(J) < Bf(J), wobei ß das untere, B das obere Burkill- 
Integral bezeichnen. Eine gleichlautente Aussage gilt für das D-Integral und D-Majoranten 
und -Minoranten. Dabei heißt die für alle Teilintervalle.J des Grundintervalls J erklärte Inter- 
vallfunktion f(J) eine P-Majorante von p(x), wenn 1. von abzählbar vielen Stellen ab- 
gesehen Df(x) > — x und Df(x)> p(x) und 2. Bf und Pf stetige Intervallfunktionen sind 
(z. Be e>046>0:|J|<ö6- |BfJ)|< e). Es heißt f(J) eine D-Majorante von », 
wenn 1. fo-absolutstetig ist (d. h. I Vereinigung von abzählbar vielen Mengen ist, auf welchen 
absolutstetig ist) und L-fast überall Disprox f(x) 2 p(x) und 2. Bf und Pf stetige Intervall- 
funktionen sind. (Analog für Minoranten.) Diesem Hauptergebnis gehen Eindeutigkeitssätze 

“über das P- und D-Integral voraus, wobei Ordnungsrelationen < (‚differentiell unter‘) und 
< („schwach differentiell unter‘) benutzt werden: f(J) <’ g(J) heißt, daß es zu jedem € >0 
ein ö > 0 gibt, so daß für jedes endliche System von sich nicht überdeckenden Teilintervallen 


bornee et mesurable, definieen 7, = [a, b]; 70, A, ses bornes en T,; A, = E | f(x)< 
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Ins 25 )m von.J. mit max |Ji|< ö gilt Jı) ++ In) < gl) ++ gm) + E (bei < 


entstammen die J; einer, vorgegebenen e und ö zugeordneten, Intervallzerlegung von J); für 
additive Intervallfunktionen reduzieren sich < und & auf das gewöhnliche =. Der Schluß 
bringt notwendige und hinreichende Bedingungen für Burkill-Integrierbarkeit. G. Aumann. 
Divarsejsvili, A. @.: Über das Doppelintegral von Denjoy-Celidze. Soobssenija 
Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 12, 193—199 (1951) [Russisch]. ! 
Verf. beweist einige Sätze über das Integral von Denjoy-Celidze (D.-C.), 
welches den Integralbegriff von Denjoy auf das Zweidimensionale überträgt. 
Die Sätze haben große Ähnlichkeit mit Sätzen von Loomann (Fundamenta 
Math. 4, 246—285 (1923)] und von Krzyzanski (dies. Zbl. 9, 207), welche eben- 
falls das Denjoy-Integral im Zweidimensionalen studierten. Verf. beruft sich je- 
doch ausschließlich auf eine (dem Ref. unzugängliche) Arbeit von Üelidze 
[Trudy Tbilissk. mat. Inst. Razmadze 15, (1947)]. Wir zitieren etwa folgenden 
Satz: f(x, y) sei (D.-C.)-integrierbar in einem Rechteck R,, und die Intervall- 


funktion D(R)= Sf f(x, y) de dy sei absolut stetig im Sinne von Celidze auf der 
| R 


Menge E=Px(c,d)+Qx (a,b), P= P° (Hülle von P)C (a,b), Q=Q°C(cd), 
(a,b)X(c,d)C R,. Dann ist f(x, y) summierbar auf E. L. Schmetterer. 


Viola, Tullio: Sulla formula d’integrazione per parti nell’integrazione doppia se- 
condo Stieltjes. Giorn. Mat. Battaglini, IV. Ser. 80, 142—158 (1951). 

Für die im wesentlichen schon von W. H. Young [Proc. London math. Soc. 
16, 273—293 (1917)] gegebene Formel zur partiellen Integration bei Stieltjes- 
Integralen gibt Verf. hier einen neuen Beweis, wobei er, nach dem Vorbilde des 
Beweises von S. Saks (Theory of the Integral, 2. Aufl. New York 1937, dies. 
Zbl. 17, 300) für die einfachen Integrale sich des Satzes von Fubini über die 
Umbildung des Doppelintegrals in ein zweifaches Integral bedient. Verf. kommt 
so zur zweidimensionalen Form der für einfache Integrale von Picone ange- 
gebenen hinreichenden und auch notwendigen Bedingung, die er zum Schluß 
noch auf höherdimensionale Stieltjes-Integrale ausdehnt. U. T. Bödewadt. 

Okamura, Hiroshi: On the surface integral and Gauss-Green’s theorem. Mem. 
Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 5—14 (1950). 

Es handelt sich um einen gedanklich einfachen Beweis des Gauß-Greenschen Satzes 
unter Voraussetzungen über die in Betracht kommenden „Oberflächen“, die schwächer sind 
als die üblicherweise gemachten; wesentlich ist dabei die Heranziehung des Abbildungsgrades 
(welcher — grob gesprochen — die Existenz der Funktionaldeterminate überflüssig macht). — 
(I) Annahmen über die Flächen. Es sei S eine Jordansche Fläche im (euklidischen) Raum 
der Pankte (x, y, 2), d.h. topologisches Bild der 2-dimensionalen Sphäre. Es ist dann 8 Ver- 
einigung endlich vieler Jordanscher Flächenstücke F, das sind topologische Bilder x = X (u, v), 
y= Y(u,v), z = Z(u,v) eines abgeschlossenen Quadrates Q der u,v-Ebene. Soweit es sich 
um die jetzt anzugebenden Bedingungen für S handelt, kann man sich auf die Flächenstücke F 
beschränken sowie auf die eindeutige stetige Abbildung (Projektion) XoY=Xo Y(u,») 
— (DEU EYE N@UD)) von Qkinzdiern. y-Ebene. Ist D ein offener Teil von Q und gehört 
der Punkt P= (x,y) nicht zum Bild X o Y(D— D) der Begrenzung D-—- D von D, so sei 
A(P,D) der Abbildungsgrad von Dim Punkt P bezüglich X o Y. Ist m das 2-dimensionale 
Lebesguesche Maß in der &, y-Ebene und existiert faıp, D) dm, erstreckt über die x, y-Ebene, 
so wird der Integralwert V(D) als Variation von X o Yin D bezeichnet. Es heißt nun S von 
beschränkter Xo Y-Variation, wenn jedes F von beschränkter X o Y-Variation ist, 
d.h. wenn folgendes gilt: (1) Es existieren beliebig feine m-Zerteilungen von Q, d.h. es ist 
Q darstellbar als Vereinigung der abgeschlossenen Hüllen endlich vieler paarweise fremder 
offener Mengen D,,»=1, ..., n, derart, daß m(U Xo Y(D,— D,))=0 und daß das 
Maximum d(D,,..., D„) der Durchmesser der D, beliebig klein ist. — (2) Für jede m-Zertei- 
lung von Q existiert V(D,),v=1,...,n, und es ist I |V(D,)| < M, wobei M von der Zer- 
teilung unabhängig ist. — (LI) Ist F von beschränkter X o Y-Variation und ist H(u,v) stetig 
in Q, so konvergieren die zu den m-Zerteilungen von Q gehörigen Summen 5 H (u,,v,) V(D,), 
worin (%,,®,) € D, sonst beliebig, gegen einen mit 1 H(u,v) dX oY bezeichneten Grenzwert, 


falls d(D,,..... D,„) gegen Null konvergiert. — (III) Der vom Verf. bewiesene Gauß-Green- 
sche Satz lautet nun: Es sei S eine Jordansche Fläche von beschränkter X o Y-Variation. 
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‚ Man setze R= SS, ‚wobei $; das Innere von $ ist. Ferner sei die reelle (eindeutige) Funk- 
tion K = K(x,y, z) stetig in R, die partielle Ableitung K/ von K nach z sei stetige Funktion 
von zin den offenen Intervallen auf den Durchschnitten von R mit den Parallelen zur z-Achse, 


außerdem existiere und sei endlich N |Kz| dx dy dz, wobei R, der Definitionsbereich von 


Ro 
K; ist (SC R,C R). Dann gilt [ Kidxdyde= [ KaXxoY. Otto Haupt. 
Ro 8 


Mizohata, Sigeru: Note to Okamura’s last paper. Mem. Coll. Sei., Univ. Kyoto, 
Ser. A 26, 15—18 (1950). 

Die Note enthält, neben der Rechtfertigung eines von Okamura (vgl. vorsteh. 
Referat) noch nicht erledigten Beweispunktes, eine Konstruktion einer Jordan- 
schen Fläche von beschränkter X o Y-Variation (vgl. das zitierte Referat), welche 
positives (3-dimensionales) Maß besitzt. Daraus folgt, daß Okamuras Begriff 
der beschränkten X ° Y-Variation weiter ist als Banachs Begriff der beschränkten 
Variation. Otto Haupt. 


Mizohata, Sigeru: On Stokes’ theorem. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 
26, 175—183 (1951). 

Unter Benutzung der von Okamura (vgl. zweitvorsteh. Referat) beim Be- 
weise des Gauß-Greenschen Satzes entwickelten Hilfsmittel wird folgendes ge- 
zeigt. Die berandete, orientierbare (und orientierte) „„Fläche‘‘ M im euklidischen R, 
besitze das 3-dimensionale (Lebesguesche) Maß Null und sei Vereinigung end- 
lich vieler, bis auf Randpunkte fremder, Jordanscher Flächenstücke je von be- 
schränkter Yo Z- und Zo X-Variation. Die Berandung B von M sei Vereinigung 
endlich vieler, paarweise fremder topologischer Bilder der Kreisperipherie sowie 
von beschränkter Variation bezüglich z. Ferner sei K(x, y, z) zugleich mit K/, und 


K’, stetig in einer offenen, M enthaltenden Menge. Dann gilt 1 dYoZ — 
[ K,dZoeX = Kdz bei geeigneter Orientierung von B. ” Otto Haupt. 
M B 


 Ceceoni, Jaures: Su una proprietä earatteristica e su aleune proprietä integrali 
delle trasformazioni piane. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 116—117 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 40, 20. 

@ Bermant, A. F.: Lehrgang der Analysis. I, II. 6., 4. umgearbeit. u. erweit. 
Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 


564, 443 S. 16,30, 13,30 R. [Russisch]. 

Einführung in die höhere Mathematik für Techniker und Ingenieure. Daher tritt das 
Begriffliche hinter den Anwendungen des Kalküls zurück, doch läßt es Verf. nicht an einer 
gewissen Strenge fehlen, und man hat im allgemeinen den Eindruck, daß der Autor bei der 
Stoffauswahl eine glückliche Hand gehabt hat und die Darstellung auf die Bedürfnisse des 
Leserkreises gut abgestimmt ist. (Viele Beispiele, graphische und Näherungsmethoden, etwas 
über die Rechenmaschine, den Integraphen und harmonischen Analysator.) Der erste Band 
behandelt die Funktionen einer Veränderlichen, der zweite Band die Funktionen mehrerer 
Veränderlicher, die elementaren Integrationsmethoden für gewöhnliche Differentialgleichungen 
und etwas über trigonometrische Reihen. Verf. geht manches Mal auch auf Details ein (Beispiele 
für die Existenz reeller nicht analytischer, unendlich oft differenzierbarer Funktionen, Gegen- 
beispiele zum Satz von Schwarz über die Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge, Verschär- 
fung der Besselschen Ungleichung zur Parsevalschen Gleichung usw.). Es muß daher als 
‚ inkonsequent und unverständlich bezeichnet werden, daß Verf. auf eine einwandfreie 
Einführung des Integralbegriffes verzichtet und unter Hinweis auf einschlägige Lehrbücher 
sowohl das einfache als auch mehrfache Integral aus der Anschauung ableitet, wobei er sich 
auf geometrische und physikalische anschauliche Sachverhalte beruft. Anderseits wird dem 
Ausbau der Integralrechnung nach mehreren Richtungen viel Raum gewidmet. Es sei noch 
erwähnt, daß die sogenannte Schwarzsche Ungleichung Bunjakowskij und der Hermitesche 
Ansatz für die Integration rationaler Funktionen Ostrogradskij zugeschrieben wird, was 
historisch begründet wird. L. Schmetterer. 


e Fort, Tomlinson: Caleulus. Boston: D.C. Heath and Co. 1951. XII, 560 p.; 


= 4.75 dollars. 


Jenen vielen, die in der Differential- und Integralrechnung nur ein Handwerks- 
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zeug des Ingenieurs sehen, wird dieses Buch willkommen sein. Es verzichtet be- 
wußt auf ein tieferes Eingehen auf den Zahlbegriff, was natürlich zur Folge hat, 
daß mancher fundamentale Begriff der reellen Analysis nicht zu Wort kommt; 
so wird z. B. der Begriff der „oberen Grenze‘ und des „oberen Limes“ gar nicht 
eingeführt. Diese freiwillige Beschränkung zwingt Verf. gelegentlich zu einer 
unvermeidlichen Fußnotenbetrachtung ; der Notwendigkeit einer strengen Begrün- 
dung der reellen Zahlen wird in einem Anhang Genüge getan. Soweit es der ge- 
wählte enge Rahmen gestattet, sind die Definitionen einwandfrei. Ob mit der 
Einführung des Begriffes der „infinitesimalen Größe“ als Variable mit dem 
Limes 0 viel gewonnen ist, bezweifle ich. Das Buch deckt den gesamten üblichen 
Stoff der Differential- und Integralrechnung — hervorheben möchte ich, daß 
auch den ‚„Randextremen‘“ einige Aufmerksamkeit geschenkt wird —, entwickelt 
auch alles, was aus der analytischen Geometrie benötigt wird, und behandelt 
auch den elementaren Teil der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
In seiner breiten Darstellungsweise und mit seinen sehr zahlreichen Ubungs- 
aufgaben (die Hälfte mit Antworten versehen) dürfte es als Textbuch und zum 
Selbststudium für den Ingenieur gleichermaßen besonders geeignet sein. 
G. Aumann. 


@ Longley, W. R., P. F. Smith and Wallace A. Wilson: Analytie geometry and 
caleulus. Boston: Ginn and Co. 1951. IX, 578, XX p. 5.00 dollars. 

Questo corso dev’essere considerato una prima, molto elementare intro- 
duzione alle materie indicate nel titolo, in un insegnamento di tipo propriamente 
preuniversitario. Nella sistemazione generale degli argomenti trattati e nella 
ricca scelta degli esempi ed esereizi, si riconosce la nota esperienza didattica degli 
autori. Tuttavia, anche volendo accettare i criteri didattici piu accentuatamente 
pragmatistici, non & possibile, a nostro parere, approvare la superficialita con 
eui certi concetti delicati e profondi del calcolo sono trattati. T. Viola. 


Cimmino, Gianfraneo: Funzioni, limiti ed algoritmi infiniti. Repertorio Mat. 
157—192 (1951). 
Cours concernant les notions el&mentaires (continuite des fonctions, limite 
d’une suite, d’un produit, etc.) qui sont presentees d’une maniere classique. 
P. Lelong. 


Amerio, Luigi: Un teorema di derivazione per serie e un eriterio di eguale 
continuitä ed eguale limitatezza. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. 
natur. 83, 14—20 (1951). 

L’A. dimostra il seguente teorema: Sia {f„(x)} una successione di funzioni 
continue nell’intervallo (a, b) insieme alle derivate fino all’ordine r incluso. Allora 
se la successione {f„ ()} € convergentein una successione di punti T = {z,}, ovunque 
densa in (a, b), e se le derivate /’(x) sono equicontinue nel medesimo intervallo, 


le successioni {rn (@)}, (@)},. . ., {FD (x)} convergono uniformemente in (a,'6)8 
Posto pereiö lim /„(2) = f(x) risulta lim /® (x) = f®(2) (p=1,...,r). — Questo 
NO NO 


rusiltato generalizza un teorema di derivazione per serie dato recentemente da 
©. Pucei (questo Zbl. 41, 189) [la dimostrazione fu dall’A. successivamente ri- 
conosciuta errata e fu dallo stesso A. rettificata (questo Zbl. 41, 189)]. — Dal 
teorema dato dall’A. in questa Nota, si deduce, come l’A. osserva, il seguente 
criterio di eguale continuitä ed eguale limitatezza per una successione di fun- 
zioni: Sia {/„(x)} una successione di funzioni continue nell’intervallo (a, b) 
insieme alle derivate fino all’ordine r incluso. Inoltre la successione {fn(x)} sia 
limitata in» +1 punti 2,,23,...,241 di (a,b) e le derivate f(x) siano equi- 
continue nel medesimo intervallo. Allora le successioni na), Arte) 
{7 (@)} sono equicontinue ed equilimitate in (a, b). D. Giuliano. 


2) 


Dyson, F. J.: Continuous funetions defined on spheres. Ann. of Math., II. Ser. 
54, 534—536 (1951). 

Verf. zeigt: Ist f(x) eine reellwertige stetige Funktion der Punkte x der gewöhn- 
lichen Kugelfläche S?, so gibt es zwei orthogonale antipodische Punktepaare x, , %, 
_ und %,,%,, die also die Endpunkte zweier orthogonal stehender Durchmesser 
bilden, so daß f(x,) = f(&,) = F(%,) = f(%,) ausfällt. — Die Beweiskonstruktion 
schließt methodisch an die Untersuchungen von H. Yamabe und Y. Zuimann 
(dies. Zbl. 39, 391) an. Verf. glaubt, daß sich die naheliegende Verallgemeinerung 
auf n-dimensionale Kugelflächen 8%, wonach für n paarweise orthogonale anti- 
podische Punktepaare &,,7,,..., &%n, &%n analog f(x,)=---=f(&,) zu gelten 
- hätte, analog beweisen läßt; die Schwierigkeiten sind aber noch groß. — Ähn- 
lich lautende Sätze über stetige Funktionen auf der S” wurden von 8. Kakutani 
u.a. aufgestellt (vgl. das oben zitierte Referat). H. Hadwiger. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Picone, Mauro: Vedute generali sull’interpolazione e qualche loro eonseguenza. 
Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., III. Ser. 5, 193—244 (1951). 

Der v-te Abschnitt der Taylorschen Reihe einer Funktion f(x) auf der Strecke a<xz<a 
bietet ein Beispiel des Ersatzes von f(x) durch einen Näherungsausdruck u;. Der Fehler R (x) 
genügt den Gleichungen 
(1) +1 Ulder+t = fo+D(2), Umla) = 0 (Men 
- und läßt sich mit Hilfe einer ihnen zugehörigen Greenschen Funktion @,(x, &) auf die Form 
- bringen = 
(2) Ra) = [ &(a, 9 fe+n(e) ak. 


Dieser einfache Fall und sein auf ein Rechteck bezügliches Seitenstück veranlassen ($ 1) den 
Verf. zu einem viel allgemeineren Ansatze der Annäherung einer Funktion durch ein (z. B. 
mit Schaltwerten hergestelltes) Ersatzgebilde, der sich folgender Begriffe bedient. Im r-stufigen 
Euklidischen Raume S$, der Punkte P(x,,...,%,) sei T ein einfach zusammenhängender Be- 


- reich mit dem Rande $T. Es sei 


(3) B= Yaı....,duttijoiı-.. Oak, ++, sv-+1l 

eingegebener D.fferentialoperator mit Teilableitungen von nicht höherer als (v+-1)-ter Ordnung, 
seine Vorzahlen a; ...:,(P) reelle oder komplexe, in T’'stetige Punktfunktionen. {u} bezeichne eine 
Klasse solcher v(P), daß E[w] für jede davon in 7' stetig ist. Ferner seien L, (h =], ...., m) 
m gegebene homogene und distributive (h. u.d.) Op>ratören von folgender Art: Wird erstens 
e(P) in einer linearen Klasse {e} gewisser in 7 stetiger Funktionen und der Vektor !(P) mit.den 
m Bestimmungszahlen /,(P) in einer linearen Klasse {l} beliebig gewählt, so gibt es immer 
gerade eine Funktion in {u}, die die Gleichungen (4) E[u] = e(P), Li(w) = I(P) erfüllt. 
Zweitens soll die zu T und den m + 1 Operatoren E, L, auf die Klassen {u} und {e} gehörige 
Greensche Funktion vorhanden sein, durch die die Lösungen der (1) ‚verallgemeinernden 
Gleichungen (5) Efu]=e(P), L,(w) = 0 sich in der Form u(P) = | @(P,Q) e(Q) dT(Q) 

T 


darstellen lassen. Mit diesen Begriffen läßt sich das in Rede stehende Näherungsverfahren 
allgemein so fassen: Man ersetze f(P) durch die Lösung u,(P) der Gleichungen 


(6) Eu=0, Lbeul=Lfif] (k=1,...,m); K(P)= | G(P,Q)EifdT(Q) 


ist der dabei begangene Fehler f — u,. — Es sei A ein beliebiger h. u. d. Operator auf {u}, 
dem eine in T integrierbare Funktion A(Q) so entspricht, daß bei beliebiger Wahl von e in {e} 


ALP, ea AT] = [TI et ar 
ist. Ersetzt man dann A(f) durch A(w,), so begeht man den Fehler 


Or wis (9) EIfl 47T; es ist |o| = max, EI] [ Tı(@)| dT. 


Vorweggenommen sei, daß diese Sätze weiterhin oft dem Falle A[w] = [u(P) dT zugute 
kommen, d. h. der mechanischen Integration, bei deren Ausführung nicht nur die Werte von 
"an Stellen von 7, sondern dort auch Werte von Integralen niederer Vielfachheit mit dem 


Integranden u eine ‘Rolle spielen werden. — Beispiele: $2. Es sei E= A = % 02/0x, 
Fi 


L[u] = u(P) auf %7; Verf. spricht dann von randbezogener harmonischer Annäherung. 
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Bedeutet A hier die schon erwähnte Integration, so erhält man 
dr 
Snpmar= [1 d; o= SAT) ar 
ST dn y! 


gibt den Fehler. Darin ist [',(@) = [e«P, Q) dT(P);n ist die äußere Normale auf $7, do der 
I, 


Inhalt des Randteilchens. — Dieses Ergebnis ist anwendbar, wenn Tr bekannt, wie dies 
z. B. der Fall, wenn T ein Überellipsoid; Verf. gibt die zugehörigen Formeln. In der Ebene $, 
stellt er sie auch für das gleichseitige Dreieck her, was wichtig, da S, in solche zerlegbar. Er 
läßt dann die Integration über eine Schicht der Überkugel des 8, folgen, ferner die Antwort 
auf die den Fall A[w] = u(O) betreffende Frage, wann die in einer Kugel f des S, gegebene 
Funktion f(P) im Mittelpunkt O, wie eine harmonische Funktion, einen Wert annimmt, der 
gleich dem Mittel ihrer Werte auf f ist. — Wenn E=4’, wov>2 ganz, nennt Verf. die 
Näherung unterharmonisch. — $3. Ganze rationale Einschaltung bei einer Funktion f(x) 
einer reellen Veränderlichen, von der die Werte fr = f®(x.) an den Grundpunkten #, 
(h=1,...,r) gegeben sind; dabei ist k= 0, 1,...,vn, wo vn die Ordnung der Berührung 


in &,. Es seir + I) »„ = n. Man setze in (2), wenn {u} nach üblicher Sprechweise die Klasse 


der Ordnung n ist, 'B [u] = d"u/de”, Inx[w] = u” (x). Als Schaltpolynom dient die Lösung 
von (6) Ä 

(7) u,(x) = he Prr(2), wo Pilz) =dndu G=l..r;j3=0d,1,...,n) 
mit dem en ö; die Grundpolynome P,x(%) sind von höchstens (n.— 1)-tem 
Grade. Fehlerschätzung nach (2). -—- Anwendung auf A(u) = [aa u(x) dx, wo /(x) eine in 


[@, @Jintegrierbare, sonst willkürliche Funktion. Als Sonderfälle erscheinen bei mittenbezogener 
Schaltung, die die Werte f®(x) nur in der Mitte a, von [a@, a’] benutzt, die Formel von Gauß 


\ f(x) d& = 20 f(4 a,), worin 2x = a’— a; bei randbezogener Schaltung, die die f®(x) nur 
in x =a und a’ heranzieht, die Formel von Bezout J: (x) de = a[f(a) + f(a’)]; bei mitten- - 
und randbezogener Schaltung, die sich der f® (x) in Ir bedient, die Formel von 


Cavalieri-Simpson (C.-S.) ) Id) = 3 (a) +4 fla,) + Fa’)] — alle mit einfachen 


Fehlerschätzungen. — $4. Ganze rationale Annäherung ganzer Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen, nach Art von (7) behandelt. — $ 5. Trigonometrische Einschaltung bei einer 
Funktion o(t) der Klasse 2n + 1 in [—n, rn]; dort Grundpunkte , (h=1,...,2n +1)in 


2n 2% 
wachsender Folge, alle v„ = 0. In (3) ist hier E=J]]J 5 + ) 2 L. = u(bı) zu setzen. 
a1 & 


Ersatz für g(t): di ’ 
2n+1 t) 2n-+t1 
ee j — a 
»(t) e4 pt) 9) mit pr(t) all sint (— b)|:sin} (t— bh). 


Fehler R(t) nach (5) durch den Ansatz E[R]J=E[g], R(t) = 0. — 86. Die Annäherung einer 
Funktion f zweier Veränderlichen x, y von der Klasse n, bezogen auf die „‚Vollableitungen‘“ 
k-ter Ordnung E = 02*/da* dy* (k= 0, 1,...,n). T sei das Rechteck a<x <a, b<y<b, 
durch = +0s, y =b + ßtmit 2, =b+b, 28 = b’— bin das Quadrat Q (—1<s, 
t< 1) überführbar. Ist in Q eine Funktion F(s, t) der Klasse n + 2 (n > 0) gegeben, so gibt 
es dort genau eine, eben dieser zugehörige Lösung der Gleichung 
vrt2 (s, t) = O?r+4 vJOs" +2 ort? — 2 
die auf SQ mit f(s, t) übereinstimmt und, wenn F(1, 2), F(—1,t), F(s, 1) F(s, —1) fürn >0 
im Nullpunkte als mindestens von der Ordnung n— 1 unendlich klein angenommen werden, 
mit ihren Vollableitungen bis zur Ordnung n — 1 auf dem Mittelkreuz L von Q, d.h. auf 
st = (0, verschwindet. Sie lautet i 
vr) FLt) +3 (- PA SJFI-LY+IrF(L+NYFls,1)+ 
+4 IAH)F, 4er (14) HL, D)—-4r(— rl — (1-1) F(l,—1)— 
dren 1(-Per(l—)(I+)F-LD)- 4er (1 )(1— ı) F(—1,—]). 
— Sind in @ eine stetige Funktion e(s, t) und eine Funktion o(s, t) der Klasse n + 2 (n > 0) 
gegeben, so gibt es genau eine dieser Klasse zugehörige Lösung u der Gleichungen RK 
ur+2 = e(s,t), in; v=o9, auf 30; u— oa, auf DL. 
Verf. gibt sie ausdrücklich an, was hier unterbleiben muß. — Die mittenbezogene Annäherung 
einer Funktion f(x, y) der Klasse n + 1(n > 0)in T besteht in ihrem Ersatz durch eine Funk. 


3l 


E tion u; derselben Klasse mit dort identisch verschwindender (n + 1)-ter Vollableitung, die auf L 
den Forderungen u” = f® (k=0,1,..., n) genügt {für n = 0 betrachtete diese Annähe- 
_ rung schon P. Tortorici [Pubbl. Ist. naz. Appl. Calcolo, Ser. II, n°. 303 (1951)] und 
fürn =10C. Birindelli (dies. Zbl. 44, 136)}. — Anwendung auf die genäherte Integration 
im Urbereich X = [/ f(x, y) dT durch die Formel 

P 7 


a’ dv 
H K=(W—b) | fa bo) de + (0 — a) S fan, 9) dy — lan, bo) ar 7 


(ar = area) mit Fehlerangabe. Ersetzt man hierin die einfachen Integrale durch ihre genäher- 
ten Werte nach C.-S., so erhält man K= tar T[% f(C;) + 2f(C)], wo C die Mitte, O; die 
Seitenmitten von 7’. — Bei randbezogener Annäherung kommen für K, je nachdem ob man 
für die einfachen Integrale den Gaußschen, Bezoutschen oder C.-S.schen Wert benutzt, die 

drei Ausdrücke zustande 


sa T2 32 K0)—- ZA), data), Hartl fl) — LAW), 
_ wo V; die Ecken von 7’. — Bei mitten- und randbezogener Annäherung ergibt sich für K die 
Kubaturformel & 


3 (@ — a) [Lila Y) + 4 flao, 9) + Hal, Wldy +3 — DS fa b) + 4a, du) + Hm, d) de 
— har LE AP) + AR MO) +16 f(0)] 


mit einem Fehler o, der bei einer Funktion der Klasse 4 gleich 
« 


2 1 1 
Sage I Sfr +36, +89 d- PALIN +3) U + 31) ara 


ist; |o| läßt sich durch [(ar 7?)/2880?] maxr | f!Y\ (x, y)| abschätzen. f ist bei Doppelintegralen 


das wahre Seitenstück zu der auf einfache Integrale bezüglichen Formel von (C.-S8. 
L. Koschmieder. 


Berman, D. L.: Interpolation im mehrdimensionalen Raume. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 81, 9—12 (1951) [Russisch]. 
Es sei R® der k-stufige Euklidische Raum der Punkte X = (x, ..., x®). In dem 


k 
Würfel (1) -1<x®9<1l(s=],..., k), der $ heiße, sei eine Funktion F(X) an den II +1) 


Punkten (2) X3 = ER oe %.)} gegeben, wo (3) I1<j, <ns +1. Man kann dann das zu- 
gehörige Lagrangesche (L.) Schaltpolynom (Sch.-P.) Z,, .-. „,(, X), kurz L(f, X) als eine 
lineare Verbindung der L. Grundpolynome 1*(2®) vom Grade n, bilden, die sich auf die 


Schaltung nach je einer Veränderlichen x‘ beziehen. Ihm haftet, wie schon bei k=1, der 
Mangel an, daß es stets eine in $ stetige Funktion f(X) gibt, so daß L(f, X) dort nicht gleich- 
mäßig gegen f(X) strebt, wenn die Zahl der — beliebig gewählten — Schaltstellen (Sch.-St.) (2) 
unbegrenzt wächst. Diesem Übelstande half im R® und bei Tschebyscheffschen Sch.-St. 
S.N. Bernstein durch eine Abwandlung des Schaltverfahrens ab {Commun. Soc. math. 
Kharkow. IV. Ser. 5, 49-57 (1932), dies. Zbl. 5, 12; darin ist nach Angabe des Verf. das 
Ergebnis von Merli [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VI. Ser. 7, 
212 (1949); dies. Zbl. 35, 333] als Sonderfall enthalten}, Verf. in der weiterhin mit ® I an- 
geführten Mitteilung [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 50, No 3 (1945)] bei allgemeineren 
Sch.-St. Hier schafft Verf. die entsprechende Abhilfe im R®, k >1. Dazu ersetzt er L(f, X) 
durch 


) AGD - Anm X) = HK) II [Er a) +0, 9] 
Ri Et 8 


‘(die hinzugefügten zweiten Glieder in den Faktoren von JI unterscheiden den Ansatz (4) 
für A von dem für L). p, sind beliebige natürliche Zahlen, t,, wird eindeutig durch die Un- 


gleichung 2ps(t;, — 1)< js< 2pst;, bestimmt. Summiert wird über verschiedene Verbindun- 
gen $ der j, aus (3). Davon auszuschließen sind Werte j, = 0 (mod 27). Ist 2pst;, > m, so 
setze man Ber (x) = 0. Wenn j,=# 0 (mod 2p,), so gilt A(f, X3) = f(X3), folglich ist X7 
Sch.-St.; dies int aber nicht der Fall, wenn auch nur ein j, = 0 (mod 27,). Mit (4) kommen 
ET [m —_ E ) Sch.-St. zustande. Es sei An, = max Kr _ «.)] für ale. 075 


j=l j 


3 
ds = ]1,..., k), ferner on,(a, b) die Anzahl der Werte aus dem Vorrat (a, done Bl die den 


Ungleichungen a < x" < b genügen. Mit diesen Begriffen gilt Satz 1: Die Gesamtheit der 
it 
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Punkte (2), (3) erfülle folgende Bedingungen. A. Mit n— oo geht A, — 0. D Wenn | 
in (1), so gelten für n, > n(®, wo {n(®\}_, gewisse feste natürliche Zahlen sind, die Un-;f 
gleichungen | f in 

%; (z@)] < |4,+1(2@)] mit , <%4ı= a, 4, (2) > [4,+1(2®)| mit x < 2, < 2%, +1. 


C. Wenn 0, (x, ©;,) = Ms, soll 11, (20)| < K(x() p(h,) sein, wo 0< K<o und eine, 
willkürliche Funktion der Art ist, daß p(h) > 0 mit h > 0. Dann konvergiert das Schalt- 
verfahren (4), an einer in ® beschränkten, in X, stetigen Funktion X) a | 
gegen f(X,), wenn allen > ©o. — Gilt A.,sind B. und C. in 8 überall erfüllt, und ist K(a‘ = Mi | 
in (1), wobei {ms}*_, endliche Zahlen, so ist die Konvergenz von A (4) zu fin St gleichmäßig. 2-1 
Satz I und die Ergebnisse von ®I führen zu Satz %: Es seien (hi: ! die Nullstellen der! 


Jacobischen Polynome J„ (2°, "9, BP”), wo -l2 = a (=1,.,M.| 
Dann gilt A(f, X,) > f(X,) mit allen n,— ©© gleichmäßig in ® für beliebige dort stetige 


Funktionen f(X). — Verf. betrachtet dann statt (4) eine andere Ersatzfunktion, nämlich! | 
k 2 sin(2h, + 1) aresin (2) — m) 2 
(5) Na, (bh X) = 2 [4e®) (2h; Z1).(&®) — 2) Ka. 


wo h; eine ganzzahlige Funktion der m; (*=1, ..., k), die den Ungleichungen 0<ö,< 2hlni 
< 6, < 1 mit beliebig kleinen ö,, ö, genügt. Summiert wird nach verschiedenen Zusammen- | 
stellungen j der j, aus (6) 1<j,<n,. Für k = 1 hat Bernstein a. a. O. dieses Verfahren bei 
Tschebyscheffschen Sch.-St. eingeführt, Verf. es in ® I auf allgemeinere Sch.-St. ausgedehnt. 
Für k > 1gilt Satz 3: Beieiner Gesamtheit von Punkten {X}, bei der -1= x) < .-- < x su, 


gebe es zu dem Bereiche [-1+&, 1— &], 0<s&<]1, der E: heiße W—=]1,...,k), einef 


B> Ted (z9) < c;, wenn @«® EE:,m: — ©. Ist dann f(X} 
al fi F 
eine willkürliche, in St stetige Funktion, so strebt N(f, X) (5), mit {X} gebildet, für XE€ & 
beim Wachsen aller n,— oo gegen f(X), und zwar gleichmäßig im Quader der E;. — Dast 
soeben über N (f, X) Gesagte gilt (Satz 4), wenn die x. (6) dasselbe bedeuten wie in Satz 2%; 


Zahl c(&), 0 corder Art, daß 
; 


ferner allgemeiner dann (Satz 5), wenn die x!» die Nullstellen einer Gesamtheit orthogonaler 


Polynome mit den Gewichten 9, (x'”) sind, wobei 0<m< Pn, (x) Y1—-(z9)<M, (s=1,...,k). 
L. Koschmieder. 
Tagamlitzki, Y.: Über die Abelsche Interpolationsreihe. Annuaire Univ. Sofia. 
Fac. Sci., Math. Phys. 46, 335—440 und deutsche Zusammenfassg. 441—443 (1951) 
[Bulgarisch]. B | 
Verf. gibt eine ausführliche Begründung seiner früher mitgeteilten Ergebnisse. 
(s. dies. Zbl. 43, 67). H. Bilharz. 
Rogosinski, W. W.: On the Cesäro and Hölder series of a function. Proc. 
London math. Soe., II. Ser. 53, 444—459 (1951). | 
Im Anschluß an die Arbeit des Ref. (dies. Zbl. 27, 392) untersucht Verf! 
Cesärosche und Höldersche Reihen einer im Intervall (0, 1) L-integrablen Funk 
tion f(x). Er setzt 


(Dr Ns Ba) = ka [ fit) (he di eb 


Ma) =), Arte) = at il) di, k>1, 

0 | 
wobei im letzteren Fall zusätzlich die L-Integrabilität von f(x) - (—logx)* für 
jedes « > 0 vorausgesetzt wird. Hieraus werden die Differenzen 


N 


Dust) = SU (Far,  Ane= Zt-Ur(?) Merle) 
=) 8) ! 
und die Reihen ; 
1) Halo DAnıta), 2) ia) = SD, 


n=0 


der Funktion /(x) zugeordnet. Das Hauptergebnis besagt: Die Cesäroreihe (2) 
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konvergiert fast überall gegen die Summe f( a n gegen f(x — 0), wenn f links- 
seitig stetig ist. Falls / in einem Intervall (0, ö), ö6 >0, auch quadratisch L-inte- 
_ grabel ist, so ist die Höldersche Reihe (1) en und nur dann abelsummierbar 
an der Stelle x, wenn die Cesäroreihe dort konvergiert. Die Summe ist in beiden 
Fällen die gleiche. — Weitere Resultate beziehen sich auf die Laguerresche Reihe 
für f(ze”“) an der Stelle vw = 0. H. Bückner. 

Zamansky, Mare: Sur les fonetions absoluement eontinues et les conjugudes 
d’une fonetion sommable. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 32, 157—177 (1951). 

(x) &tant une fonction p6riodique, absolument continue et integrable, f(x) 
sera sa fonction conjuguee, o„(f,x) la n-i&me somme de Fejer de sa serie de Fourier, 
0,(f,x) la n-i&me somme de Fejer de la serie conjuguee, A,(f,2,t) = f(x + 21) + 
f(x — 2t) — 2f(&). On ecrira que, par exemple, y(x,n) = o’(n) pour nm, 
lorsque y4(%,n) = o(n) pour presque tout x, lorsque n—o0.1. On a 


+ 
As (f, x, ) ein wi t 
on(h®) — fe) = ul Fur o(- («= Cte), 
a/n 
Si f(z)=o(2) p. p, fla) = 0,(f,x) = ple)n + 0 ( (I/n). 2. On de une 
methode de sommation definie par BE fonction g(u) a derivee troisieme bornee, 
3) = 1,g(1) = 0 [cf. B. de Sz.-Nagy, ce Zbl. 34, 44; Zamansky, ce Zbl. 38, 
u 
20,808 17,58%) = +39 2) (4) C08SpPX + b,„sinpx) la somme correspon- 
=1 


? 
dante de la serie de a de f(x). Alors 


1 
7,4.) 19 20 ef et +) = Oele). 
Tal) — fie N o'(1/n). 3. Si (x) est la conjugude de 
o(2)=f’(x), (x) = lim — y; es 4. Si E est l’ensemble de mesure 
Nn—> X 
27, ou simultanement er = us ) et f(x) et @’(x) existent, si & est de mesure 


positive, alors pour qu’en A En dön BE p'(x) soit la derivee de f(x), il 
faut et il suffit qu’on ait 


p(x) = lim rl Kac-+h-+1) fz+h t) dt (ce +hELME). 


L’A. deduit aussi le resultat de Titehmarsh [Proc. London math. Soc., II. Ser. 
. 29, 49—80 (1919)] selon lequel (x) est p. p. la derivee approximative de f(@). 
J. Horvath. 
Boas jr., R. P.: Integrability of trigonometrie series. I. Duke Math. J. 18, 
787—793 (1951). | 
Let Ya, (n=1,2,...) be an absolute convergent series and let g9(2) = 
D a„sinnz, f(x) = 4a, + Da, cosnx. Examples show that the function z1g(®) 
need not be integrable in a neighbourhood of & He The following main statements 


are proved: I. # 3 || < +00, then ae z)de se—0 + (a>0) 
ezists and is finite. II. E % || < + End fo=4,+23 Im —=(, then a 


necessary and sufficient condition in order that the limit lim f x (x)dx as 
€e—>0-+ (a>0) exists and is finite is that g 
N [0,0] [eo °} 
Intla+Yim-- Int a 
yl Kl N k=n+1 


3 
Zentralblatt für Mathematik. 45. 
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For the proof of I. the author makes use of the statement: 


(a) E Yen — n+ı] < +00, then the series > c„eosnx is a Fourier-Cauchy | 


series, 1. ey = (Zr): lim [ f(x) cosnzd«e a e&>0 +,n=1,2,.... (a) was 


stated without proof by 8. Szidon [Math.Z. 10,121—127 (1921)]; a proof is given 
in the present paper. L. Oesar:. 


Izumi, Shin-ichi: Notes on Fourier analysis. XVI: On the strong law of large 


numbers and gap series. Töhoku math. J., II. Ser. 3, 89—103 (1951). 


Es sei f{« + 1) = f(x) und das Integral von Eu) bzw. /?(x) über (0, 1) gleich O | 


bzw. 1. Ferner bezeichne »(t) die Funktion d f(l&.-H1), — fz)P de}? und ie) 


eine Folge von natürlichen Zahlen mit nz; +1/nx . q>1. Ergebnisse von P. Erdös, 
M.Kac, R. Salem und A. Zygmund erweiternd, werden Sätze folgender Art 
bewiesen. 1. Bei o(t) = O (log logt=')-@+9 bzw. O (log log logt-!)-@+9 mit e>0 
bzw. O(logt-1)= für 1>a>0 konvergiert I f(nıx)/k bzw. I f(nzx)/(k logk) 
bzw. DI f(nx)/kP mit ß>1 — o/2 fast überall. Bei der letzten a und 


D/ (lognı.)”*< x konvergiert übrigens die Riemannsche Summe 5 ia —_ nn 
1 


n=1 Nr 


gegen Sa 2) de n2 Bei En dritten Bedingung mit « >1 folgt aus der Konver- 
genz von , ci, jene von = cr f(n.%) fast überall mit mp +1 — m; > m}? (logm;)!/*. 
n=1 


Bei o(t)=0O(t* mit0 <a = 1 sichert schließlich die Konvergenz von I, c# (loglogn)? 
jene von I c; f(n.x) fast überall. T. Szentmärtony. 


Maruyama, Gisiro: On an asymptotie property of a gap sequence. Ködai math. 
Sem. Reports 1950, 31—32 (1950). 

Verf. beweist in Anlehnung an eine Arbeit von M. Kae [Ann. of Math., II. 
Ser. 47, 33—49 (1946)] über das asymptotische Verhalten der Funktionenfolgen 
(Ar t) und ihrer Partialsummen (wo f(f) reell und meßbar, {Ar} eine Folge posi- 
tiver Zahlen mit gewissen Abstandseigenschaften) den folgenden Satz: Sei f(t) 
eine stetige Funktion mit der Periode 1 und verschwindendem Integralmittel 
1 


Si dt = 0, die einer Lipschitzbedingung «-ter Ordnung genügt (x >0). Dann 
V 
lim sup KA) ea) ee erlorr) 


N © V2n loglogn 


gilt: 


für fast alle t. Darin ist n 


o2 = 1mnz! EN een 2nt)Y: di 

ee Ws) W. Maak, 
Korenbljum, B.I.: Über zwei Sätze aus der Theorie der absolut monotonen 

Funktionen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr.4 (44), 172—175 (1951) [Russisch]. 
Brief and elementary proofs are given for the following two theorems: 

(1) (8. Bernstein) A real function f(x) on 0<x<oo admits a representation 


J e'*do(t) with non-decreasing o(t) of bounded variation on [0, oo) if and only 
[6 
1 (—1)° A207 (0 2 oO ee ee Widder) A real 


function f(x) on [0, co) admits a representation Sedo with o(t) of bounded 


variation on [0, 00) if and only if Jeiede ee M-n! n=0,1,2, Aal 
Some details are omitted. E. Hoss 


— 


Funktionentheorie: 


- @ Fuks, B. A. und V. I. Levin: Funktionen einer komplexen Veränderliehen 
und einige ihrer Anwendungen. Spezielle Kapitel: Differentialgleiehungen im 
Komplexen. Laplace-Transformationen und asymptotische Entwicklungen. Das 
Hurwitzsche Problem. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische 
Literatur 1951. 307 S. R. 11.— [Russisch]. 

Das Buch enthält ergänzende Kapitel zum normalen Lehrgang der komplexen Funk- 
tionentheorie für Ingenieure. Die Darstellung ist sehr breit und eingehend ; wenn die Beweise 
nicht ins einzelne ausgeführt werden, wird der Leser stets darauf aufmerksam gemacht; eine 
große Anzahl von ausführlich durchgerechneten Beispielen erleichtert dem Leser die Durch- 
arbeitung des Buches. Das erste Kapitel bringt auf 72 Seiten die Theorie der Potenzreihen- 
entwicklungen algebraischer Funktionen. Im zweiten werden die Reihenentwicklungen der 
Lösungen einer analytischen Differentialgleichung erster Ordnung sowie die linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung der Fuchsschen Klasse betrachtet. Der Laplaceschen 
Transformation ist das dritte Kapitel gewidmet, wobei die Begründung der Operatorenrech- 
nung das Hauptziel bildet. Im vierten Kapitel werden die Konturintegrale und asymptotischen 

- Entwicklungen betrachtet, sowie die Sattelpunktsmethode diskutiert. Das letzte Kapitel ist 
dem in der russischen Literatur als „das Hurwitzsche Problem‘ bezeichneten Problem gewid- 
met, die Polynome zu charakterisieren, deren Wurzeln in einer festen Halbebene liegen. Neben 
den klassischen Kriterien von Sturm, Hurwitz und Schur werden auch die mehr für den 
Ingenieurgebrauch zugerichteten Methoden von Wyschnegradski und Nyquist besprochen. 
Da$ Buch ist sehr solide, wenn auch vielleicht etwas trocken geschrieben. A. Ostrowski. 

Heffter, Lothar: Zur Begründung der Funktionentheorie. S.-Ber. Heidel- 
berger Akad. Wiss., math.-naturw. Kl. 1951, 293—304 (1951). 


At the starting point of function theory, the author proposes the following 
main theorem: Let f(z) bea function continuousin a domain @ such that $ id 0 
R 


for every rectangle R= [a<x<b,as y<s ß] lying completely in @ and further 
let h(z) have a continuous derivative h’ (z) in@. Then Pf(z)h(z)dz = 0. [C#. Kurven- 
R 


integrale und Begründung der Funktionentheorie, Berlin 1948, Artikel 33, dies. 
Zbl. 32, 155; dies. Zbl. 14, 352; Compare with Morera: Atti Accad. Sci. To- 
rino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 37, 99—102 (1902).] A direct and simple proof 
for it is given. From this theorem follows that for the analytie character of a 


continuous function f(z) in @ it is necessary and sufficient that $ (2) de = 0 


KR 
f 1 t : 5 
for every rectangle R, as Cauchy’s integral formula /(z) = nn lage is easily 
r 
obtained by taking h(t) = 1/(t — z). After two general properties of analytie func- 
tions being stated, another (but similar) starting point of function theory is dis- 
ceussed by considering polar coordinates. K. Noshiro. 

Komatu, Yusaku: Representation of funetions analytie in a multiply-eonneeted 
domain. Ködai math. Sem. Reports 1950, 69—72 (1950). 

Let D be an n-ply connected domain, whose boundary € = N C, consists 
of two concentric eircles and n — 2 concentrie circular arcs. Let. f(z) be regular, 
one-valued in D, and piecewise regular in D-+(Ü, except a finite number of 
boundary points z;;. The function /’(z) has limits from both sides along Cat 2jx, 

“ and vanishes nowhere on D + C except at z;.. Then the following representation 
BE RER LU. A k 

for f(z) in D can be obtained: 1 + ROT Ei P u? | Er +NRM;(d)) dargdf(d) 

where @(&,z) is an analytie function of z whose real part coincides with Green’s 


" function of D, M;(&) = M (logz + 2ri, &) — M (logz, 2), zE 0, 7 


zZ 
>, 1 0G(£,z) dz 
q M (log2, &) >= al vr 5 


zo 


3*+ 
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The author gives an application of this formula to the case where f(z) maps D 
onto a domain bounded by n rectilinear polygons. J. Görski. 


@ Orton jr., William Rolen: Representation of functions of a complex variable | 


and related integral equations. (Abstract of a thesis.) Urbana 1951. 


Cowling, V. F.: On funetions defined by Taylor and Newton series. Univ. nac. 
Tucumän, Revista, Ser. A 8, 41—47 (1951). 


Es sei f(z) > Anz" eine in |z| <_R reguläre Funktion (R >0). Im An- 


sehnD an tale Untaretehnngen von Le Roy [Ann. Face. Sei. Univ. Toulouse 


‚ 317—430 (1900)] behandelt Verf. das Problem, für den Hauptzweig von f a 
ee Integraldarstellung zu geben, wobei angenommen wird, daß die a, von einer | 


geeigneten analytischen Funktion «a(t) [mit a(n) = a„| erzeugt werden. Es sei 
a(t) für R(t)> o regulär und dort at) = o(tR) fürt>o (<o<1l,h>]), 


Dann gilt © 
= ETTO 
du e F e 
Ö 


e—ioo 


sofern z nicht dem Intervall (1, oo) angehört. Außerdem hat der Hauptzweig | 


von f(z) höchstens z=1 und 2=o0 als Singularitäten. a werden 


Beispiele behandelt und der obige Satz auf Newtonsche Reihen Di — 1)" an’ ® ) 
übertragen. DE 
aier. 


Wolibner, W.: Sur une relation entre les singularites des fonetions analytiques. 
Collogquium math. 2, 182—185 (1951). 

The author proves two theorems concerning analytice functions whose coeffi- 
cients are given by values of an entire series of the variable n. Let f(z) be a uniform 
analytie function or a branch of a multiform function, A its domain of existence 
and S the frontier of A. Suppose that f(z) is => at 2=0 and z = x, these 


two points belonging to A, and further that f(oo) = 0 and f (A = A, 2” in the 
n=0 
neighbourhood of 2 = 0. There exists then a continuous path L starting from 


z=0 and reaching z = 00. Denote by @, the z-plane cut along the path Z and 


put H, = a(G;) where a(z) = —1/lgz; lgz denoting an arbitrary branch of the | 


logarithm defined in G,. Put K=a($) and denote by B the component of the 


complement of K with respect to the plane of the variable x = a(z) which con- 


tains the point © = 0. The author N Theorem 1. There exists a sequence 


b,,k=0,1,2,..., such that a, = Die nk n=0(,1,2,... and that the analytie 


function, defined br the element a = 5 b; «®, is regular in the interior of B. 


The author proves another theorem which contains a result of G. Faber a8 & 


special case [Math. Ann. 57, 396—388 (1903), in particular 374] and then com- | 


pletes Theorem 1. K. Noshiro. 


Daioviteh, Voin: Sur l’existence des valeurs limites sur le bord du cerele-unit6 . 
de la rösultante de deux fonctions. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 3, No 3/4, 51—54 | 


und französ. Zusammenfassg. 55 (1951) al 


On d&emontre le theor&me: Si la fonction ar 2 4, 2” appartient & la classe ae fonc- | 


tions H,, elle possede une majorante g(z) = = Dia tele que la resultante F(z) = 2 An One 


de ces deux fonctions soit fonction entiöre de (1ı — 2)-1et qu’elle ait par consequent Fe valeur 


limite dans tous les points sur le bord du cercle-unite, excepte dans 2= 1] au plus. 
Autoreferat. 


a | 2 
Davydov, N. A.: Verallgemeinerung einiger Sätze über die Konvergenz von 
— Potenzreihen und trigonometrischen Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 


80, 317—320 (1951) [Russisch]. 
The author gives, with outline proofs, five variants of known theorems. 


Theorem 1 gives the Abelian and Tauberian assertions for DD % gr, subject to 


Er>.. 1 
lim la| <®, Arı/a >A>1, as z—E£, |E|=1, along a path non-tangential 
to the unit circle; the corresponding theorem of A. E. Ingham (this Zbl. 16, 397) 
for the real domain did not require lim |jax| <®o as a hypothesis. Theorem 4 
gives a similar result for & 
2; (ap COS), © + Pr sin}z ®), 
where = 
2 (ax? + ||?) < 0, ZH SU ES 


; rein? 2 states that ıf >> lay® = 89. » a; = 0, then the An genen of the 
a, (not the moduli) may be ed so a8 = abs the partial sums of 3 ax £* every- 
where dense in the complex plane for almost all & with [E] = 1. here 3 con- 
siders > ar; z’* where D; lax| —= 0%, Ak+ı//de >A>3, supposed convergent in the 


unit circle, and gives a result on the unboundedness of the sum of the series near 
at least one point of the unit circle. Theorem 5 gives a related result for Fourier 
series; cf. Szidon (this Zbl. 4, 212, or in the book of A. Zygmund, this Zbl. 11, 
17) and the earlier result of P. Fatou [Acta math. 30, 397 (1906)]. F. V. Atkinson. 
Farinha, Joäo: Über einen Fall der Konvergenz von Kettenbrüchen mit kom- 
plexen Elementen. Gaz. Mat., Lisboa 12, Nr. 50, 81 (1951) [Portugiesisch]. 
Verf. beweist folgenden Satz: Es seien f, (2), fa(2), - . -, /n(2) ... Funktionen 
- einer komplexen Veränderlichen, welche im Bereich A folgende Bedingungen er- 
füllen 1 
Alal+a, IhHzl+m+ Wer 
wobei noch gilt: liminfa,„>«a>0. Unter diesen Voraussetzungen ist der un- 
endliche Kettenbruch Er — — 
+1la +1 +1% + 


im Bereich A gleichmäßig konvergent, und alle Näherungsbrüche liegen innerhalb 


eines Kreises mit Radius Er um den Nullpunkt. Verf. beweist die gleich- 


mäßige Konvergenz der Reihe 
(-1) 

— Beil 

> Bu By ( 0 ) 
Er leitet zu diesem Zweck die Formel |B,|> (1 + a)” ab, mit deren Hilfe sich 
dann leicht der Beweis des Satzes ergibt. ( B, Näherungsnenner des Kettenbruches.) 

J. Mall. 
Tanaka, Chuji: Note on Dirichlet series. I. On the singularities of Dirichlet 
“series (L.) Töhoku math. J., II. Ser. 3, 285—291 (1951). 


Hat die Dirichletreihe $% a, exp(—}, s) die Konvergenzabszisse 0, so wird 
21 

in der Arbeit ein sehr allgemeines Kriterium dafür aufgestellt, daß der Nullpunkt 
eine Singularität der durch die Reihe dargestellten Funktion ist. Um das Resultat 
des Verf. einfach darstellen zu können, bezeichnen wir für eino mt0O<o<l1l 
als die relative w-Umgebung von & das Intervall (1 — o)&, (l+o)x). 

“ Ferner sagen wir mit dem Verf., eine reelle unendliche Zahlenfolge c, hat in der 
Folge der relativen w-Umgebungen J; normale Vorzeichenwechsel, wenn 


n—1 
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für die A,, die in jenen Umgebungen liegen, die Vorzeichenwechsel nur zwischen 
solchen c, und c,.;ı vorkommen, daß lim (A,41ı — /,) >0 ist. Die Bedingung des | 
Verf. läuft dann im wesentlichen darauf hinaus, daß zwei unendliche reelle Zahlen- 
folgen y„, x, existieren, mit ©, 7 oo, und so daß für ein win den relativen w-Um- 
gebungen der x, die Zahlenfolge a, exp(—i y,) normale Vorzeichenwechsel hat 
und die Anzahl jener Vorzeichenwechsel 0(x,) ist. Daneben wird noch verlangt, | 
daß durch die a, allein, denen die A, aus jener Nachbarschaft der x, entsprechen, 
die Konvergenzabszisse 0 bewirkt wird. A. Ostrowski. 

Tanaka, Chuji: Note on Diriehlet series. II. On the singularities of Dirichlet 
series (II.) Töhoku math. J., II. Ser. 3, 292—297 (1951). 

Es werden verschiedene Folgerungen aus den Resultaten der ersten Note 
(s. vorstehendes Referat) gezogen. In der ersten Gruppe der Folgerungen wird 
mit der Annahme operiert, daß die Vorzeichenwechsel in den betrachteten relativen 
Umgebungen wegfallen. Es ergeben sich insbesondere viele bekannte Sätze über 
Dirichletreihen mit positiven Koeffizienten oder mit positiven Realteilen der 
Koeffizienten. Die zweite Gruppe von Folgerungen zielt auf den Nachweis der | 
Konvergenzgeraden als natürliche Grenze ab. Es ergeben sich dabei auch viele | 
bekannte Sätze aus diesem Gedankenkreis. A. Ostrowski. 


Yu, Chia-Yung: Sur les droites de Borel de certaines fonetions entieres. Ann. | 
sci. Ecole norm. sup., III. Ser. 68, 65—104 (1951). 
Verf. betrachtet ganze transzendente Funktionen, die durch Dirichletsche 


Reihen I, a, Pa 0<A, <A, <:+::, gegeben sind bzw. im Falle endlicher | 
1 


Konvergenzabszisse solchen Reihen zugeordnet sind. In Analogie zur Theorie 

der ganzen Funktionen wird neben der Rittschen Definition der linearen Ordnung 

t— lim 8 u 2) ‚M(x,F)= fin |F(&+i%y)|,unddesTypuso = lim a len. 
Fi eo) |vI<o >00 

der Begriff reguläres lineares Anwachsen und vollständiges lineares Anwachsen 

(statt lim... wird lim... betrachtet) eingeführt. Die Untersuchungen der Frage 

EI X 
1. nach der Abhängigkeit des Wachstumsverhaltens von den gegebenen Größen ay, Ay; 


e’* 


oo 
2. nach dem Zusammenhang zwischen der Singularitätenverteilung von N) «a, en? 
1 I 
mit endlicher Konvergenzabszisse und den Borelschen Richtungen von zugeord- | 


neten ganzen Funktionen (z. B. I a, RT 1 + = für r >0) bilden den Inhalt 
1 \ 
des ersten Abschnittes. Im zweiten Abschnitt wird die Fragestellung insofern 


© | 
verallgemeinert, als an die Stelle von I a, er” eine Laplace-Stieltjes-Trans- 
1 


oo 


formierte [ e*! da(t) oder eine verallgemeinerte Dirichletreihe mit komplexen }, 
0) 


tritt. Bei passenden Forderungen an «(t) und }, ergeben sich Aussagen, die denen 
des ersten Abschnittes weitgehend entsprechen. H. Wittich. 

Iseki, Kanesiroo: On a therorem of the Phragmen-Lindelöf type. Natur. Sei. 
Rep. Ochanomizu Univ. 1, 14—16 (1951). 

Soit /(s) une fonction holomorphe de s = 0 + it dans la demi-bande a<o<Pß, 
t>t,. L’A. donne une borne superieure de |f(s)| en foncetion de t, sachant que 
If(a +) | < Ki (logi)A, | f(B Hitl < Ki (logt)?, |) < Kir. I. Dufresnoy. 

Bojoroff, Eftim E.: Über die Verteilung der Nullstellen einer Klasse von Poly- 
nomen und ganzen Funktionen. Annuaire Univ. Sofia, Fac. Sei., Math. Phys. 
46, 43—67 und deutsche Zusammenfassg. 68—72 (1951) [Russisch]. 

In dieser Arbeit wird eine Klasse von Polynomen und ganzen Funktionen 
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von der Form 


P(«) = /r@ Plz +) + Dt) pe — t)]dt 


untersucht, wo F(t) und ®(t) im Intervall (0, a) integrierbare Funktionen von t 
sind und p(z) ein Polynom, dessen Nullstellen im Bereich B, «< R(z2)<s ß, liegen, 
oder eine ganze Funktion, die Grenze derartiger Polynome ist, bedeuten. Verf. be- 
stimmt Funktionen F(t) und D(t) mit allgemeinen Eigenschaften, bei denen die 
Nullstellen der Funktion P(z) ebenfalls im Bereich B liegen. Liegen die Null- 
stellen von »(2) in einem Teilbereich a, < I/(z)< ß, von B, so liegen die Null- 
stellen von P(z) in einem rechteckigen a, von B, der auch von den Funk- 
tionen F(t) und ®(t) abhängig ist. @y. Sz.-Nagy. 

Noble, M. E.: Extensions and applications of a tauberian theorem due to 
Valiron. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 22—37 (1951). 

The central result of this paper is a (very complicated) proof of the following 
theorem: if f(z) is an integral function of order <1 whose zeros a, satisfy the 
condition |Re{a„}| = o(ja,|), and if log|f(@)| nA cosee Ino x, oo, 
01, ni & 1-4r. Some analogous theorems for functions of order 1 

a,|<zr 
afe also given. DL. Carleson. 


Wolibner, W.: Sur certaines eonditions necessaires et suffisantes pour qu’une 
fonetion analytique soit univalente. Colloquium math. 2, 249—253 (1951). 

Some observations on univalent functions. The most important result is that 
the following necessary condition of Biernacki-Goluzin that a nei 


f(@2)—=z + % bx2”* be univalent in |2|>1, is also sufficient: if W(f(z)) = 5 CE 


1 —W 
where W is arbitrary polynomial, then 5 k 3% EUR L. Carleson. 
Combes, Jean: Sur quelques proprietes des fonetions algehroides. Ann. Fac. 
Sci. Univ. Toulouse, IV. Ser. 12, 5—76 (1951). 

Verf. gibt hier eine zusammenfassende Darstellung der in verschiedenen 
C. R.-Noten veröffentlichten Resultate seiner Untersuchungen über algebroide 
Funktionen (vgl. dies. Zbl. 31, 301; 33, 365; 34, 343). Neben einigen Normalitäts- 
kriterien für algebroide Funktionen ist vor allem zu erwähnen die Konstruktion 
von Abelschen Integralen mit beliebig vorgeschriebenen Perioden, von mero- 
morphen Funktionen mit beliebigen Polen und zugehörigen Hauptteilen und von 
regulär analytischen Funktionen mit beliebigen Nullstellen auf einer gegebenen 
algebroiden Fläche. — In diesem Zusammenhang ist auch die Arbeit von Behnke 
und Stein (dies. Zbl. 38, 235) zu erwähnen. A. Pfluger. 

Jacob, Caius: Sur la resolution de eertains problemes aux limites pour le plan 
muni de eoupures reetilignes alignees. Acad. Republ. popul. Romäne Studii Cere. 
mat. 1, 393—411, russische und französ. Zusammenfassgn. 412—414, 415—417 
(1951) [Rumänisch]. 

Das Dirichletsche Problem für die komplexe Ebene mit endlichvielen Schlit- 
zen [a;b;] “= 1,...,p) an der reellen Achse: es wird eine auf der Ebene analy- 
tische Funktion u + i v gesucht, so daß u en ist und an den oberen bzw. 
unteren Schlitzrändern die Werte ft (x) bzw. f- (x) annimmt. Ausgangspunkt ist 


naturgemäß das hyperelliptische er ya " — a;) (2 — b;) und dessen Inte- 
grale erster Gattung (Arbeiten von Epstein, Hornich, Jacob, Signorini, 
Volterra). Es werden eine Reihe von Spezialfällen f;(x) konstant 
an den einzelnen Schlitzen, ft (x) + f- (2) =0, ft (x) = f- das ‚‚ge- 
mischte‘‘ Problem, in dem an einzelnen Schlitzen v, an us Is v gegeben ist. 
H. Hornich. 
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Kusunoki, Yukio: On the property of Riemann surfaces and the defeet. Mem. 
Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 63—73 (1950). 

It is well known that if all the Riemannian domains in the surface F gene- 
rated by a meromorphie function w = f(z), |2| <R < oo, projected onto the dise 
|w — al <o are schlicht and have no boundary points over the dise then a is 
not a defieient value of f(z). The theorem has been generalized in a variety of 
ways. In this paper the author establishes a sufficient condition for deficiency 
ö(a) = 0 in terms of the ramification of the Riemannian domains projected onto 
lv — al<e(r) and having points in the partial surface F, on which f(z) maps 
the closed dise |2|<r, where o(r) is a function satisfying the condition 
log+ (1/o(r)) = o(T(r)) (provided that log[1/(1 —r)]=o(T(r)) in the hyper- 
bolie case R < oo). It is shown that if all the branch points of the Riemannian 
domains in question lie over the point w= a and are of order not exceeding 
Ar) = O(Ter)=jlogr) or Ar) = O(Te)=logl —n), 2e>0, according as 
R=m or R<oo, then ö(a) = 0. These are special cases of more comprehen- 
sive results recently proved by the reviewer (this Zbl. 34, 52; 35, 50 and 41, 405). 

E. F. Collingwood. 

Arima, Kihachiro: On uniformizing funetions. Ködai math. Sem. Reports 

1950, 81—83 (1950). 

 Soit $(x, y) un polynome irreductible de degr&e n en x et m en y, la surface 
de Riemann correspondante etant de genreg>2.Sixz= f(t) et y= g(t) sont des 
fonctions uniformisantes, meromorphes pour |t|<R, leurs caracteristiques de 


Nevanlinna-Ahlfors v£rifient 


m 


I 
Tr, f) Sm erne, oO) 


et une relation analogue pour 7(r,g). J. Dufresnoy. 

Schiffer, M. and D. C. Spencer: On the eonformal mapping of one Riemann 
surface into another. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI, Nr. 94, 10 p. (1951). 

Es wird folgendes Problem behandelt: M und R seien zwei Riemannsche Flächen; eine 
Umgebung von 9, € M sei auf eine Umgebung von nr, € R durch eine analytische Beziehung. 
x = p(p) abgebildet. Gefragt wird nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß es möglich ist, p(p) auf M fortzusetzen, und daß diese Fortsetzung eine umkehrbar ein- 
deutige Abbildung von M auf einen Teil von N ergibt. Diese Problemstellung wie auch das 
Ergebnis verallgemeinern eine Arbeit des Ref. über ein Koeffizientenproblem für schlichte 
Abbildungen mehrfach zusammenhängender schlichter Bereiche (dies. Zbl. 22, 151). — Ist 
@G(p, q) die Greensche Funktion von I, so wird das bilineare Differential eingeführt 


2 092G(p,a 
Lp,9)= = a: 


es läßt sich, wie auch @ selbst, auf die durch Hinzunahme der Rückseite von M erweiterte 
Riemannsche Fläche fortsetzen; ist 9 der q auf der Rückseite zugeordnete Punkt, so bilden 
L(p, q) und L(p, d) ein Paar von Differentialen auf M mit konjugierten Werten auf dem Rande; 
das erste hat einen Pol 2. Ordnung bei p = g, das zweite ist regulär auf M und ist im wesent- 
lichen die Verallgemeinerung der Bergmannschen Kernfunktion für M. — Dieses Hilfsmittel 
erlaubt zunächst die Aufstellung eines auch an sich interessanten Satzes über analytische 
Fortsetzung, der hinreichende Bedingungen gibt dafür, daß ein lokales symmetrisches bzw. 
hermitesches analytisches Differential in zwei Veränderlichen, die einer Umgebung eines 
Punktes p, auf M angehören, auf ganz M fortgesetzt werden kann; es sind Ungleichungen 
für eine gewisse quadratische bzw. hermitesche Form; im ersten Fall z. B. 


© © 
>) Vu» Lu %y =, bu» Xu %y; 
u,v=0 k:r=0 


wo die b„, und v„, durch die Darstellungen von L bzw. V durch lokale Parameter bei p, defi- 


niert sind: 
oo 


L(p,9) = Z tward, vmDd= LE vwd. 


uU,v= uUrV= 
Die gesuchten Bedingungen erscheinen schließlich in der Form: 


te um < Ib zu iv Z wu Xu %ps 


NK 


5 


= 41 


wo die b„, die vorige Bedeutung haben, während die v„, und w„, außer von den Koeffizienten 
der lokalen Entwicklung der gegebenen Funktion p bei p, abhängen von den Koeffizienten 
des Differentials 2 bei ,, das für N dieselbe Bedeutung hat wie L(p, g) für.  H.Grunsky. 

Ozawa, Mitsuru: Some canonical conformal maps and representations. Ködai 
math. Sem. Reports 1950, 51—52 (1950). 

A. Mori (this Zbl. 43, 81, 2”d4 review) proved the existence of the funetion 
W (z, 2, &) which maps an n-ply connected domain bounded by n Jordan curves 
conformally onto the whole plain cut along an infinite radial slit and n — 1 finite 
radial slits. The author constructs W and other related functions by means of 
kernel function. J. Gorski. 

Komatu, Yüsaku: Conformal mapping of polygonial domains. Ködai math. 
Sem. Reports 1949, 47—50 (1949). 

Let 4 be a domain whose boundary consists of n eircular polygons and f(z) 
a function which maps a region D bounded by n eireles onto 4. The author 


. proves that the Schwarzian differential 


vonaas = {7 3 (Fa 


is automorphic with respect to inversions in the circles bounding D. The results 
can’be extended to other multiply connected canonical domains. J. Gorski. 

Komatu, Yüsaku: Existenee theorem of conformal mapping of doubly-con- 
neeted domains. Ködai math. Sem. Reports 1949, 83—84 (1949). 

Verf. gibt unter Voraussetzung des Riemannschen Abbildungssatzes für ein- 
fach zusammenhängende Bereiche einen kurzen Beweis des bekannten Abbildungs- 
satzes für zweifach zusammenhängende Bereiche über deren Abbildbarkeit auf 
einen konzentrischen schlichten Kreisring. J. Heinhold. 

MeFadden, J. A.: Conformal mappings for certain doubly conneeted domains. 
Quart. appl. Math. 9, 323—329 (1951). 

Verf. gibt in dieser Arbeit, die ein Teil seiner Dissertation ist, unter Ver- 
wendung von Ergebnissen G. Holzmüllers, H. J. Stewarts und J. Krons- 
beins mit Hilfe Jacobischer elliptischer Funktionen die konforme Abbildung des 
Kreisringes r <|z| <1 auf das Innere eines kreuzweise geschlitzten Einheits- 
kreises. Dabei hat der Schlitz im allgemeinsten Falle die Form eines symmetrischen 
Kreuzes. Die beiden zueinander senkrechten Schlitze der Länge d, bzw. d, verlaufen 
längs der reellen bzw. imaginären Achse. Auch die Ausartungen d, = 0 und d, = 
werden behandelt. (Diese und noch allgemeinere Abbildungen finden sich etwa 
schon bei Graeser: „Einführung in die Theorie der elliptischen Funktionen und 
deren Anwendungen“, München 1950, dies. Zbl. 41, 197, mittels elliptischer Inte- 
grale durchgeführt.) J. Heinhold. 

Imai, Isao, Ikuo Kaji and Kwai Umeda: Mapping funetions of the N. A. C. A. 
airfoils into the unit eirecle. J. Fac. Sci., Hokkaidö Univ., II 3, 265—304 (1950). 


Oka, Kiyoshi: Sur les fonetions analytiques de plusieurs variables. VIII: Lemme 


fondamental. J. math. Soc. Japan 3, 259—278 (1951). 
In seinen Arbeiten zum Cousinschen Problemkreis (dies. Zbl. 15. 309; 17, 122; 20, 240) 
hat Verf. ein Beweisprinzip benutzt, das sich seither in der Funktionentheorie mehrerer Ver- 


» änderlichen als besonders fruchtbar erwiesen hat; es besteht darin, die Funktionen in einem 


analytischen Polyeder '% des R?" in geeigneter Weise aus den Funktionen in einem Zylinder- 
gebiete 3 eines R?Y mit N>n zu erzeugen, und so die behandelte Fragestellung in % in Ver- 
bindung mit der entsprechenden Fragestellung in einem Gebiete von zwar höherer Dimension, 
aber i. a. einfacherer topologischer Struktur als ® zu bringen. Der für die Anwendung dieses 
Prinzips wesentliche Satz, der zuerst vom Verf. für polynomkonvexe analytische Polyeder ® 
und später von H. Cartan (dies. Zbl. 38, 237) allgemein bewiesen wurde, läßt sich wie folgt 
formulieren: Ist ® gegeben durch 


wer Dane rel... nu=l..m), 


wo die ®,, ©; abgeschlossene ebene Gebiete und die fu(21, .... 2.) reguläre Funktionen in 
einem ® umfassenden Gebiete © des R?* sind, so werde '% die 2n-dimensionale analytische 
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Mannisfaltigkeit , \ 
Mi: wu Falle an) Sr 
im abgeschlossenen Zylindergebiete 

3: Web, mei | 
des Raumes R?"+) der komplexen Veränderlichen 2,, ..., 21, %13 ..., m zugeordnet. g(2, »20., Zn) 
sei eine in ® reguläre Funktion; sie läßt sich als Funktion auf M auffassen. Dann existiert eine 
in 3 reguläre Funktion @(21, -.., 27, %1; +.., %n), die auf M mit g übereinstimmt. — Im vor- 
liegenden zweiten Teil einer unter dem gleichen Titel begonnenen Arbeit (dies. Zbl. 43, 304) 
stellt Verf. ein Analogon des vorstehenden Satzes für den Fall auf, daß ® dem AR?" nicht- 
schlicht überlagert ist und Verzweigungspunkte als innere Punkte von % zugelassen sind. 
Eine wörtliche Übertragung des Satzes auf diesen Fall ist sicher nicht möglich, da eine reguläre 
Funktion auf einer analytischen Fläche im .R?”+”) in der Umgebung eines nichtgewöhnlichen | 
Punktes dieser Fläche i. a. nicht einmal lokal zu einer regulären Funktion im AR?) fort- 
gesetzt werden kann. Verf. zeigt jedoch (die vom Verf. bewiesene, als Lenime fondamental 
bezeichnete Aussage wird hier etwas spezialisiert wiedergegeben): Sind B und © Teilbereiche 


des Existenzgebietes der regulär-algebroiden Funktion /, und werden die ©,, ©, als einfach- 
zusammenhängend vorausgesetzt, so existiert in W eine regulär-algebroide Funktion «== 0 
und endlich viele in 3 reguläre Funktionen De(2, ..:, Zn, Wis ++, Wn), (0 = 1, ...,r), derart | 
daß für jede in ® regulär-algebroide Funktion g stets w,:g (als Funktion auf M aufgefaßt) 
zu einer regulären Funktion G(21, ..., 2m; Wis ..., Wm) in 8 fortsetzbar ist, und daB@eE=0| 


mod (®,,..., D,) in 3 gilt. — Abschließend gibt Verf. Anwendungen seines Satzes, die den 
Cousinschen Problemkreis, die Approximation regulärer Funktionen in analytischen Polyedern 
sowie die Frage nach der Existenz lokaler Pseudobasen zu Idealen regulärer Funktionen mit 
unbestimmten Gebieten betreffen. K. Stein. 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Garnier, Rene: Sur un theoreme de Schwarz. Commentarii math. Helvet. 
25, 140—172 (1951). 

Schwarz stated and T. Radö later proved the existence of a unique mini- 
mal surface bounded by a given skew quadrilateral. The author in proving this 
result by Weierstrass’ methods arrives at a generalization of Gauss’ concept of 
neighbouring functions, as follows. From results of R. Fuchs and B. Gambier 
it is known that a Fuchsian differential equation with exponents + n,, + ns, 
&n;, 1-+ n, at singularities O0, 1, ft, ©0, an apparent singularity of exponents 
— 1/2, 3/2 at /(t) and a fixed group (i. e. independent of t) can be found in the 
form f(y, y’, y’’,t, A, dA/dt) = 0 provided /(t) satisfied a certain non-linear diffe- 
rential equation © (), dA/dt, d?)/dt?, n,, ng, N3,n,,t) =0. Starting from a Fuchsian 
equation E with singularities 0,1, t, oo but no apparent singularity, the author 
shows E can be regarded as the limit of an equation with fixed group, f, (9, Y, 
Yy', T,/,,dA,/dT) =0 where A,(T)—0 as T—t, or as the limit of a similar 
equation f,(%, %', y"’, T, Ag, dA,/dT) =0 where A,(T) — oo as T—1t. Itis then 
observed that /, is a rational function of T, },, d/,/dT. This establishes a ratio- 
nal relationship between the solutions of ® — 0 for exponents n, + #, Ng, N3, N4 
and those belonging to the exponents n,, ng, N3, 0, +. W.W. Sawyer. 

Sanieleviei, S.: Sur le „libre arbitre‘“ dans les problemes de dynamique. Acad. 
Republ. popul. Romäne, Fil. Ia:i, Studi Cere. stii. 2, 1—4, russische und französ. 
Zusammenfassgn. 5 (1951) [Rumänisch]. 

L’equation differentielle d?x/dt? = 6 x!/? du mouvement d’un point materiel 


admet les integrales = (t— a) ou x = —(t —a)?, s’annulant simultansment 
avec leurs derivees pour = a. — L’on interpröte quelquefois ce fait comme une 
preuve de „libre arbitre‘ du point mat6riel. — Contre cette fausse interpretation 


'auteur invoque la distinetion & faire entre les deux problemes d’analyse, suivants: 
celui de determiner une integrale par sa valeur initiale et celle de sa derivee 
et celui de choisir parmi les intögrales celles qui s’annulent en m&me temps que 
leurs d6riv6es. — De telles distinetions sont ä faire aussi, par exemple, dans divers 
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autres cas classiques, tels le mouvement du pendule mathematique & fil rigide 
ou le mouvement d’un point pesant sur une courbe d’&quation 99? — 4.23. 
Al. Froda. 

Birindelli, Carlo: Aleune osservazioni sopra recenti analisi quantitative del 
Picone sulle soluzioni di talune equazioni differenziali ordinarie. Atti Accad. Sei. 
Torino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 85, 255—272 (1951). 

Data l’equazione differenziale nel vettore x (*) x = f(t, x) con l’aiuto di un 
principio costruttivo delle soluzioni di M. Picone, l’A., con opportune ipotesi, 
dimostra due teoremi che permettono di costruire una successione di intervalli 
chiusi aventi per limite l’effettivo campo di esistenza delle soluzioni &(t) della (*). 
L’A. considera poi in particolare le equazioni &(t) = ay,(t) + a, (tx + a„(t) cm 
(m intero, m > 2). @. Sansonne. 

Hayashi, Kyuzo and Taro Yoshizawa: New treatise of solutions of a system 
of ordinary differential equations and its applieation to the uniqueness theorems. 
Mem. Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 225—233 (1951). 

Si consideri l’equazione (1) y’=f(xz,y) nel dominio @: O<saısa, 
y=(Y1...,%) |vlsbi @=1,2,...,n) e le f; soddisfino le condizioni di 
Caratheodory. — Se Vp,o € la famiglia di curve y=y(x) assolutamente continue 
aßpartenenti a G, passanti per due punti assegnati P = (2p,yp), Q = (29, Yo) © 


”Q 
D{P,Q) = estr. inf. [|y’(®) — f(&, y(e))| de 

Y(a)edp,g “p 
gli AA. dimostrano che condizione necessaria e sufficiente perche i punti PeQ 
appartengano ad una stessa soluzione di (1) € che sia D(P,Q) = 0. — La D(P,Q) 
e una funzione continua di (P, Q) e le sue proprietä conducono a provare un teo- 
rema di unicitä che include uno di Okamura relativo ai dati di Cauchy ed uno 
sul problema ai limiti degli stessi AA. [Mem. Coll. Sei. Univ. Kyoto, Ser. A, 

26, 19—29 (1950)]. G. Sansone. 

Reeb, Georges: Sur les solutions periodiques de certains syst&mes differentiels 


perturbes. Canadian J. Math 3, 339—362 (1951). 

Es handelt sich um Differentialgleichungssysteme vom Typus (1) dy = E„(y) dt, wo E\. 
ein Vektorfeld auf einer dreimal stetig differenzierbaren (n + 1)-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit V„+1 mit den folgenden Eigenschaften ist: a) #, hängt von einem reellen positiven Para- 
meter u ab (u > 0). b) Der Vektor E,(y), der im Punkt y von V„+1 angreift, ist eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion von y und u. c) E.(y) #0 für jedes yE Vnyı. d) Die 
Trajektorien des Feldes E, sind geschlossen, und zwar bilden sie eine Faserung von V„;1, deren 
Basisraum eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit V„ ist. Die kanonische Abbildung P von V „+1 
auf V,„ ist dann zweimalstetig differenzierbar. — Das Ziel der Arbeit ist die Untersuchung der ge- 
schlossenen Integralkurven des Feldes E,, für kleine Werte von zw. Durch das Feld E,(y) istin 


V„+ı das Feld E’(y) = Er Buy) bestimmt. Ist ferner y=y(t) die Lösung von dy = Ey,(y) dt, 
b 0 
für die P(y(t)) = x ist,soist durch #(x) = fr P(E’(yi)) dt [x € V», Sz = P7'(x)] ein Vektor- 
Sz 


feld in V„ gegeben. Die zwischen den singulären Stellen von E und den einfach geschlossenen 
Trajektorien von E,„ bestehenden Beziehungen werden mit klassischen Hilfsmitteln abgeleitet. 
Insbesondere ergibt sich, daß EZ, für hinreichend kleine u einfach geschlossene Trajektorien 
besitzt, wenn die Euler-Poincaresche Charakteristik x von V„ = 0 ist, und daß die Summe 
der Indices der (isoliert vorausgesetzten) einfach geschlossenen Trajektorien gleich % ist. — 
Weitergehende Aussagen gewinnt man, wenn man voraussetzt, daß das System (1) eine Inte- 
gralinvariante besitzt, wie es in den Beispielen der Mechanik der Fall ist. Es wird zunächst 
das System dy=E,(y) dt betrachtet und vorausgesetzt, daß es eine relative Integralinvariante 
oa =n — Hy, dt besitzt, wo x eine Pfaffsche Form auf V„+1 und H, eine numerische Funktion 
auf V,„.ı ist. Dann ist die Periode 7(x), d.h. die Zeit, in der die Trajektorie P”'(x) einmal 
durchlaufen wird, eine konstante Funktion auf den zusammenhängenden Komponenten der 
Niveaumannigfaltigkeiten der Funktion H,(y). Weiter wird vorausgesetzt: 1. Ist b, eine ge- 
gebene Konstante, so ist die Form dH, verschieden von 0 in jedem der Gleichung H,(y) = by 
genügenden Punkt y€ Vn+ı. 2. Die Dimension n + list gerade:n + 1= 2q. 3. Die Form dr 
ist von der Klasse q = %(n + 1), d.h. es ist n? = 0 in jedem Punkt von V„;1, aber nı+!=0. 
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Ist dann W, die Mannigfaltigkeit mit der Gleichung H,(y) = b, und W„-, die Basismannig- 
faltigkeit der Faserung von W,„, so läßt sich auf W„-ı mit Hilfe der Form dr eine geschlossene 
Form 2 zweiten Grades von der Klasse q — 1 bilden, woraus sich bemerkenswerte topologische 
Eigenschaften von W„ und W„-ı ergeben. Schließlich wird angenommen, daß das System (1) 
für jedes kleine u eine Integralinvariante © „= n— H, dt besitzt, wo m eine von 4 unabhängige 
Pfaffsche Form von maximaler Klasse auf V„+1 und H„ eine von u unabhängige numerische 
Funktion auf V„;ı ist. Dann besitzt auch das Feld E eine relative Integralinvariante, 
die Integralkurven von E liegen auf den Niveauflächen der Funktion H, und die singulären 
Punkte von E fallen mit den kritischen Punkten einer gewissen Ortsfunktion zusammen. 
Beschränkt man sich auf das Studium der Trajektorien von (1), die einem gegebenen Werte b, 
der Funktion H„ entsprechen, so lassen sich weitergehende Existenzsätze über geschlossene 
Trajektorien gewinnen. Das letzte Kapitel enthält Bemerkungen über die Existenz periodi- 
scher Lösungen von gewissen Systemen (1) unter allgemeineren Bedingungen als den oben 
angegebenen. Die Theorie wird an Beispielen der Mechanik illustriert. H. Seifert. 

Demidovie, B. P.: Über Stabilität im Sinne von Ljapunov eines linearen Sy- 
stems gewöhnlicher Differentialgleichungen. Mat. Sbornik, n. S. 28 (70), 659—684 
(1951) [Russisch]. 


The author finds various sets of conditions for the vector-matrix system 


dX 
(1) ae +B8mW)X, (a <t< ©) 


where X = X(t) = {xi(t)}?, A = {a}? = const., and © (t) = {gy(t)}:, to be uniformly stable 
in the sense of Ljapunov, i. e. for every &e > Othere is to exista ö = ö(e) such that || X (£), || < ö 


implies ||X(t)|| < e for 1 > t,, uniformly for all y, > a, where ||X(t)|| = B> |z:(2)|. Previous 


1 
work in this field had been largely on the basis of requiring © (t) to be either absolutely inte- 
grable over (a, oc) or of bounded variation over (a, 00). The present researches are more in 
the direction over ordinary integrability over (a, ©0). Let }}, ..., /„n be the characteristic num- 
bers of A, assumed such that , = (0, Rey; <0(i=1,2,...,n — 1), and let also @(t) > 0 
(> oo). The conditions of the author’s „basic theorem‘ relate to the behaviour as t— © 


t 
of f o(®(t) dt where g(”(t), an approximation to the nearly zero chracteristic number of 


ale ®(t), is given by nn n 
et) = z 2 Ay) Au 
1 


where the A;; are the minors of A. Three sets of criteria are given for (1), as particular cases 
of the basic theorem, e.g. Theorem 1 gives the conditions 

A EV BE BEE EZ 2 
Three sets of criteria are given for the uniform stability, in a defined sense, of 


drx m dr—-’x 
dir 33 er (a, + @ (f)] TEL 0 
where the roots A], .... An of A? + a, A"-12..2a0,.=0 are such that 4, = 0, R 
(Een) ze. 2. Theorem 6 has i | € ta re 

MN) >09, HE) =OlMtt)), e=12,..,n—]). 
Finally there are results for the case in which the /-equation has a multiple zero root. 

F. V. Atkinson. 
AN Rapoport, I. M.: Über lineare Diiferentialgleichungen mit periodischen Koef- 
fizienten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 76, 793—796 (1951) [Russisch]. 
Untersucht wird die Frage der Stabilität der durch die Differentialgleichungen 
dx, dx 
7 =A%, a ei), PÜ+-T)= pt), p(t) >0, 
die der Schwi Ian a ägui 
N wingungsgleichung 3 +7? pt) x = 0 äquivalent sind, beschriebenen Schwin- 

gungen. Von der Funktion p(t) >0 wird Periodizität mit der Periode T i 
Summierbarkeit der m + 1-sten Ableitung im Intervall (0, 7) (m > N De 


formation HN Ysıı fs = w(t, A) Yyı + w(l, A) Y, 


mit einer geeigneten komplexwertigen Funktion w(t,)) = B> /77 w;(t), deren Bestandteile 
0 


. . * = 
w;(t) sukzessive durch p(t) bestimmt sind, werden die Veränderlichen bis auf kleine Glieder 
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der Ordnung e = 47” voneinander getrennt: 


dy, 
= Aula 2) yı—elklt A) 9 —Et, A) yal, 


r n 
u = ul, })y + ell(, A) ı — Et, A) Ya], 


wo die Funktion {(f, A) durch w(t, }) bestimmt ist. Auf das neue Gleichungssystem wird das 
Verfahren zur Bestimmung der Stabilitätsverhältnisse der beschriebenen Schwingungen von 
Ljapunov angewandt (Ljapunov, Allgemeine Aufgabe der Stabilität von Bewegungen, 1935), 
d.h. es wird die säkulargleichungsähnliche charakteristische Gleichung des Systems 
0? —2A())o+1= 0 aufgestellt und ihr Koeffizient A(A), der aus gewissen Grundlösungen 
für i = T zusammengesetzt ist, untersucht. Die direkte Berechnung von A(A) führt im vor- 
liegenden Fall zur Aufstellung von asymptotisch für große Werte von / geltenden Ausdrücken 
für die Länge der aufeinanderfolgenden Instabilitätszonen auf der A-Achse und für das Maxi- 
mum der für das Anwachsen der Schwingungen innerhalb dieser Zonen maßgebenden Expo- 
nentialkoeffizienten. Verf. bezeichnet als bemerkenswert die Tatsache, daß beide Ausdrücke 
für die n-te Zone unter den bezüglich p(t) gemachten Voraussetzungen von der Ordnung 1/n” 
ausfallen. E. Svenson. 
Butlewski, Z.: Sur les integrales oseillantes d’une öquation du second ordre. 
Bull. Soe. Sei. Lett. Poznan, Ser. B 11, 3—22 (1951). 
L’A. considere l’equation ? 
D d ) 
$ 70697] +16 =0, 
ou O(t,x) et f(f,x) sont des fonctions continues pour (O<)i,<t <oo, 
— oo <xz <mw et telles que A(t,x) et xf(t,x) gardent respectivement des 
signes determin6s. Il cherche, en supposant l’unicite des solutions du probleme 
de Cauchy, des conditions suffisantes pour que la solution x(t) soit oscillante ou 
non-oscillante. Il cherche aussi, dans le cas de la solution oscillante, des condi- 
tions pour que lesextr&ma de |x(t)| forment und suite monotone. M. Hukuhara. 

Amerio, Luigi: Questioni di stabilitä in problemi di meccanica e di elettro- 

teeniea. Rend. Sem. mat. fis. Milano 21, 82—89 (1951). 
| L’A. illustra la teoria di Poincar& del comportamento qualitativo delle 
curve integrali di un sistema differenziale sull’equazione © +ax + bsinz =c, 
essendo a, b, c costanti reali positive, tali inoltre che sia b <c. 
G. Lampariello. 

Zagar, Francesco: Su un caso particolare del problema di piü corpi e sue conse- 
guenze astronomiche. Ist Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 
610—618 (1951). 

Some considerations about the easily integrable n-body problem with attrac- 
tion proportional to the distance together with hints concerning astronomical 
applications. M. M. Peixoto. 

e Wilson, E. M.: Solutions of the equations (y’’)? = yy’ and two other equa- 
tions. Teddington, Middlesex: Admiralty Research Laboratory 1951. 

Glazman, I. M.: Über das Spektrum linearer Differentialoperatoren. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 153—156 (1951) [Russisch]. 

Sonsider the operator I[y] = (—1)" y?® +g(x)y for a<x<b, where 

P 


Fo <a<b<to, and [|g(e)|de< oo for al a<a<pß<b,. Let Z 


denote the operator I defined on all (x) such that (1) p(x) = 0 outside of an inter- 
val [«, ß], which depends upon 9; (2) 9, p', ..., 9” are absolutely continuous; 
(3) I[p]E Lz(a,P). Let L denote the self-adjoint extension of L. Let L, denote.the 
operator obtained by restrieting L to the space of functions satisfying (1)—(3) 
and (4): 9) = p'(p)= +: = p@n-D (v) = 0, for some vE(a, b). This is called 
- the splitting of Lat v. Plainly, L,—= L, © L,, where L, and L, are operators analo- 
\ gous to L on the spaces L,(a, v) and L,(», b); furthermore, L,=L, ® L,. This 


E$ 
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splitting is used to prove the following generalization of a theorem of H. Weyl 
[Math. Ann. 68, 220 (1910)]: if lim g(x) = +00 and a is a regular point, then the 
ab 


spectrum of L is diserete. Another result, generalizing a theorem of P. Hart man 
(this Zbl. 31, 402) is: if d = +00 and if lim g(x) = 0, then the entire positive 
oo = : 
real axis is covered by the continuous part of the spectrum of L. I a is a regular 
point, if 5= +00, if limg(x) =0 and g(z)<O for large enough x, and if 
S \a(«) |d& = +00, then the negative part of the spectrum of L is diserete and 
has 0 for a limit point. Some results for partial differential operators are also ob- 
tained. E. Hewitt. 
Thomas, Johannes: Untersuchungen über das Eigenwertproblem 
b b 
d d 
U E)+ rs) y=0, JA) ydr=[Ba)ydx=0. 


Math. Nachr. 6, 229—260 (1951). 

The problem discussed arises in hydrodynamies, and differs from the usual 
problems of mathematical physies in that the boundary or initial conditions are 
replaced by the two integral conditions on the solutions of the differential equa- 
tion L,(y) = 0. The dissertation establishes a complete analogy with the usual 
theory in regard to e.g. the existence of eigenfunctions and the construction 
of Green’s function. The singularities of the Green’s function @(A, x, &) are in- 
vestigated in some detail and used to obtain conditions for the solubility of 
L.(y) = h(x) when A is an eigenvalue of the homogeneous problem. The paper 
concludes with a brief section relating the problem to the theory of integral 
equations. — On page 249 L, should read ZL,. W. W. Sawyer. 

Levinson, Norman: Addendum to „A simplified proof of the expansion theorem 
for singular second order linear differential equations“. Duke math. J. 18, 719— 
722 (1951). | 

Verf. beweist einen in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 44, 313) angeführten 
Satz auf elementarem Wege. J. Moser. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Miranda, Carlo: Sull’integrazione delle forme differenziali esterne in rn variabile 
di grado n — 1 e sul lemma di Haar per gli integrali multipli. Atti Accad. Sci. 
Torino, Cl. Sci. fis. mat. natur. 85, 246—254 (1951). 

The theorem for the integration in the large for a (n — 1)-differential form & 
is proved, on the assumption that & be defined in a domain T of the euclidean 
space S„, having a boundary of class two. The eoefficients of w are only supposed 
to verify a Hölder condition. On the more general hypothesis that the coeffieients 
be continuous, the primitive form of w exists almost everywhere. As corollary 
of this last result the following theorem is derived: let # = (f,, ..., f„) be a conti- 
nuous n-vector in T, such that f F.gradnde =0 for every continuous func- 

ri 


tion n, possessing continuous first derivatives and vanishing on the boundary. Then 
N 

the primitive form of the (n — 1)-form: = Y (Ni f;dx, --- dx 1 dazaı *-- day 

exists almost everywhere. u G. Fichera. 
Germay, R. H.: Sur la generalisation d’un theor&me de Jacobi pour l’integration 

des systömes d’&quations aux deriv6es partielles du premier ordre de forme resolue 

par rapport aux derivees en x1. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 20, 609—616 (1951). 
Dato un sistema di equazioni alle derivate parziali del primo ordine 


(1) Pjı — (1; Hg 00, Ünz Zr 2223 %k3 P123 +++» Pins +3 PR2s .-: 5 Pkn) 


au 


02; 
dove Die = (=1,2,..,k,s=1,2,...,n), 


si formano kl equazioni 


Mae Berl) (a) et ls 2annskl) 
che definiscono come funzioni implieite 1 sistemi di integrali del sistema (1): 


(21), (X, %9, ...y A) (22), (X; %9, ... 9’ ns ... 9 (2k)r(Xı; X9, ...) %n) (r == 12, OL) l) 


 soddisfacenti le condizioni iniziali 


NEN Merrill) 
dove le (x), sono definite implieitamente da un sistema 


Vo(&, ..., Cn); (X1> ..., (Xr)ı5 ...) (Xu)ı> ..., (Xr)ı) u) (q F= Ik 2, Sau" k l); 
si costruisce un sistema di equazioni alle derivate parziali, al quale soddisfano 
le funzioni W,. Tutte le funzioni introdotte sono supposte olomorfe. 

M. Cinquini-Oibrario. 

Cinquini-Cibrario, Maria: Sopra aleuni problemi preliminari. I. II. Ist. Lom- 
bardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 49—59, 71—78 (1951). 

Verf. studiert gewisse fastlineare Systeme von n + 2 partiellen Differential- 
gleichungen 1. Ordnung mit n + 2 unbekannten Funktionen “,,..., %n, u, v von 
zwei Veränderlichen 4, u. Sie gibt zwei Existenz- und Eindeutigkeitssätze im 
Kleinen: vorgeschrieben sind die Werte von %,,...., %, für u = u, und beim ersten 
Satz die von u, v und einer gegebenen Linearkombination von %,, ..., %, auf einer 
durch den Punkt },, 4, zu bestimmenden Kurve A = y(u), beim zweiten Satz 
nur die von v und einer gegebenen Linearkombination von u,,..., U, für A = %. 
Das Problem wird auf die Auflösung eines Systems von Integrodifferentialglei- 
chungen zurückgeführt, auf welches sukzessive Approximationen angewandt 
werden. G. Cimmino. 

Rasajski, Borivoje: Fonetions earacteristiques dans la theorie geometrique de 
systemes des @quations aux derivees partielles du premiere ordre. Bull. Soc. Math. 
Phys. Serbie 3, No 3/4, 37—44 und französ. Zusammenfassg. 44 (1951) [Serbisch]. 

L’A. donne 1. une exposition courte du developpement de la theorie geometrique des 
€quations aux derivees partielles; 2. solution du probleme par une voie geomeötrique, c’est- 
a-dire on exprime l’integral complete comme le lieu des caracteristique. L’A. a obtenu ses 
resultats en restant dans les idees de Monge (Application de l’analyse a la g&ometrie, 5° ed. 


Paris 1850) en donnant une interpretation geometrique aux fonction caracteristiques. 
Autoreferat. 


Storchi, Edoardo: Condizioni al eontorno per le equazioni alle derivate par- 
ziali lineari del terzo ordine a eoeffieienti eostanti. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., 
Cl. Sei. mat. natur. 83, 208—218 (1951). 

Data l’equazione lineare a derivate parziali del terzo ordine a coefficienti costanti 

032 092 0?2 622 cz dz E 
4) A da 0 dx Oy% e Dr 9 0y? HR ex < Yo N 
con A>0, 0 >0, eg>0, si dimostra l’unicitä dell’integrale della (1), che & 
definito in un campo semplicemente connesso e semplice rispetto- alle parallele a 
entrambi gli assi, & continuo colle sue derivate dei primi tre ordini all’interno e 
sul contorno y del campo, e su y assume valori assegnati, mentre la sua derivata 


'secondo la direzione normale a y assume valori assegnati su una parte di y oppor- 


tunamente fissata. — Si accenna ad una estensione a campi piü volte connessi, 
oppure non sempliei rispetto alle parallele aglı assi. M. Oinquini-Cibrario. 
Auge, Juan: Über die Klassifikation und Integration der partiellen Differential- 


‚gleichungen dritter Ordnung. Collect. Math. 4, Nr. 1, 3—53 (1951) [Spanisch]. 


Si considerano le equazioni a derivate parziali lineari del terzo ordine, con cono caratteri- 
stico di terza classe e di genere uno, ridotte alla forma normale 
27 Mer 30% o3u 


7 7ER 7 Fe t, ’, ’ 
a Ha za ara ta am 
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ove si suppone, per ragione di realitä, che 9, e 9, siano costanti reali, e si studia il problema di 
Cauchy determinato dalle condizioni iniziali (1) (u/ok)r—= Yr(t, %, y) (k = 0,5 2), ove Te 
una superficie non caratteristica di equazione t — y(x, y) = 0. — Il procedimento sviluppato 
dall’A. & analogo a quello di J. Casulleras (questo.Zbl. 41, 424) e J. Teixidor (questo Zbl. 41, 
425). Con un cambiamento della funzione incognita le condizioni iniziali (1) vengono ridotte 


alla forma (ö*u/ö)r = 0, (k = 0, 1,2); e introducendo gli operatori funzionali I ft, x, y) = | 


t 
IBIRG x, y) dt, B,f = I öf/öx, B,f = I 0f/0y, il problema in questione viene ricondotto al-, 
v 


l’unica equazione integro-differenziale 95% + B?u + 9, B,u — 4b%,u = I’ fit, x, y). Usu- 
fruendo della teoria dei funzionali analitiei di L. Fantappie&l’A. perviene a esprimere la solu- 
zione del problema in questione mediante integrali tripli. S. Cinquini. 

Bureau, Florent: Intögrales de Fourier et probleme de Cauchy. Ann. Mat. 
pur appl., IV. Ser. 32, 205—233 (1951). 

La transformation de Fourier permet de r&soudre le problöme de Cauchy 
pour l’&quation hyperbolique & n variables spatiales 

ou 


02 


L’A. parvient & retrouver la forme classique de la solution & partir du resultat 
obtenu par cette möthode, ce que J. L. B. Cooper (ce Zbl. 39, 330) avait fait 
seulement pour l’&quation des ondes, avec n impair. L’article constitue un ex- 
pos& simple et complet, donnant les definitions et proprietes el&mentaires des 
parties finies et logarithmiques d’intögrales divergentes; mais on trouvera une 
&tude beaucoup plus generale sur l’application de la transformation de Fourier 
& la resolution du probleme de Cauchy pour une &quation d’&volution dans 
L. Schwartz [Ann. Inst. Fourier 2, 19—49 (1950)]. J. Deny. 


Codegone, Cesare: Problemi vecchi e nuovi di trasmissione del calore. 
Univ. Politec. Torino, Rend., Sem. mat. 10, 111—138 (1951). 


Au -eru = F(x; Yile = 'Gte). 


Wiedergabe eines Vortrages vom April 1951, der eine Übersicht über den | 


derzeitigen Stand der mathematischen Problemstellungen und der analytischen 
Lösungsverfahren in der Lehre von der Wärmeübertragung durch Leitung, Strö- 
mung und Strahlung vermittelte. Bei der Leitung wurden besonders die Verfahren 
der Wärmequellen und der Öperatorenrechnung besprochen; von zusammen- 
gesetzten Aufgaben hob Verf. die der elektrischen Heizung hervor und die der 
Wärmespannungen und der Wärmeschwingungen. Bei der Strömung wurden freie 


und erzwungene, laminare und turbulente Strömungen betrachtet. Bei der Strah- 


lung wurde näher auf die Fälle eines zugleich strahlenden, verschluckenden und 
wärmeleitenden Mittels, einer leuchtenden Flamme, sowie mehrerer Körper von 
verschiedener Temperatur in einem trüben oder auch selber strahlenden Mittel 
unter Berücksichtigung mehrfacher Reflexionen eingegangen. — Zahlreiche 


Literaturhinweise, die freilich nur eine (für den Zweck einer Übersicht gut ge- | 


troffene) Auswahl darstellen können. U. T. Bödewadt. 


Fulks, W.: On the solutions of the heat equation. Proc, Amer. math. Soe. 
2, 973—979 (1951). 

P.Hartman und A. Wintner veröffentlichten 1950 (dies. Zbl. 38, 258) einen 
Satz über die Darstellungen der Lösungen der Wärmeleitungsgleichung im Gebiet 
RO <x <1,0 <t <BSs oo) durch Stieltjes-Integrale. In der vorliegenden 


Mitteilung (einer 1949 erschienenen Dissertation entnommen) gibt Verf. unab- 


hängig davon die entsprechenden Bedingungen für eine Darstellung durch Lebes- 


guesche Integrale an, welche insofern weiter trägt, als sie nicht mehr Beschränkt- 


heit der Lösungen voraussetzt. — Satz: Unter den Lösungen « (x, t) der Gleichung | 


Uzz = u, in R mit stetigen Ableitungen 4,,, u; sind gerade die, für welche (bei | 


t 
jedem t) [ Ju(a’, 7) — u(@", T)|dr — 0, falls (# — 0, a > 0) und falls (x —1, 
(0) 
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t 
x’ —1), und für welche außerdem Su, U’) — ul, ')|e(l — x) de —0, falls 
0.6 t 


rl T’—0), in der Form u(2,t)=[G@(x,t: y, 0) a(y)dy+S@,(, t;0,T)b(T)dT— 
0 0) 

J G,(& t; 1,7) c(r) dr darstellbar, wobei Gaby) = 49 (dl - y,t—-T)— 

0) 


30, (3 (© + y),t —r) ist, mit der Jacobischen Thetafunktion 9,, und wo a(y), 
b(t), c(t) € L für jedes abgeschlossene Intervall in0O<y<1lbzw.O<t<B=< m. 
U. T. Bödewadt. 
Feller, William: Two singular diffusion problems. Ann. of Math., II. Ser. 54, 
173—182 (1951). 
Verf. untersucht mit Hilfe der Laplaceschen Transformation die Lösungs- 
verhältnisse von = (QAXU)gx — [(b& + c) u], bei festen a > 0,b,c für Oo <z <mx. 
nr 


Dabei wird P(x) = lim f u(t, x) dt ein Anfangswert von ua, t) für = 0 und 
t>00 
lim ((axu), — (bz-+c)u} = —f(t) der Fluß (the flux) von u(z,t) in z<=0 
0 
genannt. Es werden folgende Sätze bewiesen: 1. Beic<0O bestimmt P(x) eindeutig 
# 


die Lösung. Sie ist Positivität behaltend und Norm [ uft, x) d« nachlassend 


v 
für wachsende t. 2. Bei0 <c <a gibt es eine Positivität und Norm behaltende, 
. durch f(t) = 0 bestimmte Lösung. Unter den unendlich vielen Positivität behal- 
tenden, Norm nachlassenden Lösungen gibt es eine einzige mit «(t,0) <o0o. Über- 
dies gibt es eine einzige Lösung mit P(x) = 0 und vorgeschriebenem Fluß — /(t); 
sie ist integrabel, aber im allgemeinen nicht beschränkt. 3. Bei c >a gibt es eine 
einzige Positivität und Norm behaltende Lösung des Anfangswertproblems, die 
mit ihrem Fluß in x = 0 verschwindet. Es gibt Lösungen mit beliebig vorgeschrie- 
benem /(t), aber jede andere, als die erwähnte, nimmt entweder negative Werte 
an oder besitzt zunehmende Norm für gewisse t-Werte. Als Beispiel wird das 
modifizierte Ehrenfestsche Diffusionsmodell besprochen. In zwei Behältern ent- 
haltene N Moleküle wechseln ihre Behälter zu irgendeinem Zeitpunkt gemäß 
einem Poissonschen Gesetz. Für die Wahrscheinlichkeit dafür, daß zur Zeit in 
der einen Urne sich genau j Moleküle befinden, ergibt sich bei anfänglich r Molekülen 
ü 
9—-N 2, | äi Moe ) (1 — e-2U/Nyr+i—2r (] 4 e-2uNyN-r-it2r, 
T. Szentmärtony. 

Miehlin, 8. G.: Über Gleichungen vom elliptischen Typus. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 77, 377—380 (1951) [Russisch]. 

The author sets up mean-value theorems for solutions of a general m-dimen- 
sional self-adjoint elliptie differential equation (homogeneous or inhomogeneous), 
whose coefficients are suitably differentiable, in a finite region £, and uses them 
to study the solutions in certain metrie spaces, particularly generalized solutions 
as introduced by 8. L. Sobolev (Certain Applications of Functional Analysis in 
Mathematical Physics, 1950, and elsewhere). The final theorem states that the 
function minimising a certain functional satisfies the inhomogeneous differential 
equation almost everywhere in 2, and has generalized derivatives of summable 
square in any interior sub-region of 2. F. V. Atkinson. 

Win, V. P.: Über die Konvergenz von Variationsprozessen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 81, 137—140 (1951) [Russisch]. 

Für Randwertaufgaben einer linearen, selbstadjungierten partiellen Differentialgleichung 


2. Ordnung von elliptischem Typus werden ohne Beweis hinreichende Bedingungen angegeben 
für die gleichmäßige Konvergenz einer, einem Variationsprozeß entspringenden Minimalfolge 
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von Funktionen gegen eine Lösungsfunktion. Die Gleichung lautet: 
EG: ou 
Lu = — nu [« — 
2a 0%; dx 
in einem n-dimensionalen beschränkten Gebiet D mit dem Rand T), a;;(%1, ..., %.) sind stetig | 


differenzierbar in D=D-T, b(xı, ..., &.) ist nicht negativ, beschränkt und meßbar in D, | 
f&1,..., %) in D quadratisch summierbar, und schließlich ist die quadratische Form 


N (PP) > 122 & für PE D vorausgesetzt mit positiver Konstante u. Als Rand- 
4,j7=1l i=1 | 
bedingungen werden dreierlei verschiedene Typen betrachtet: w|, = 0, 


a n u BL & ou 
D, cos(v, 2) 2 a |.- 0, > cos (v, Da, + sul, =0 «Do. 


J=l 
mit der äußeren Normalen » zu I. Die Konvergenzbedingungen lauten: a) für die Lösung u: 


2 
Beschränktheit des Integrales N 5 dr < L}, wo r eine beliebige Richtung und D, einen 


Dı . 
durch eine beliebige zu r parallele Gerade erzeugten Schnitt von D bedeutet; Endlichkeit 
des Integrales 


+ b(&1; ».., 2) a 2065 &n) (a; = 4;:) | 


S 9u ou 
F(u) Sl U + bu? — 2fu) dXı*-* dins 
5 = 


una, 
dem noch im Falle der letzten Randbedingung Hr See if ou? dI' hinzuzufügen ist; b) für die 
TE 


Näherungsfunktionen: stetige Differenzierbarkeit in D, Erfüllung der Randbedingungen und 
'k 


2 
= dr < Li, F(ux) endlich, wobei gilt: 


das Bestehen analoger Integralbedingungen: j | 
Di 
F(w) — F(u) = Ar, lim Ar = 0, lim AL)” = 0 für n > 2, lim 4 1 = 0 für n=2 bzw. 
ko k->00 k—00 
im Falle der ersten Randbedingung für n = 2 statt dessen lim A; In.Z; = 0. Die gleichmäßige 


= k>& 

Konvergenz findet in D statt, und es werden für die Abweichungen |w — “| Abschätzungen 
für die einzelnen Randbedingungen in Abhängigkeit von den wachsenden Größen L; angegeben. 
Die Schnelligkeit des Wachstums von L; kann ihrerseits abgeschätzt werden, sobald die Art 
der Näherungsfunktionen %; bekannt ist. Insbesondere gilt für Polynome L,;<_K (InK)?. 
Völlig analoge Ergebnisse Ba die biharmonische Differentialgleichung A?u = f mit 
U 

{ 0%; 
Charrik, I. Ju.: Zu einem Problem der Approximation von Funktionen, das 

‘mit der Untersuchung der Konvergenz von Variationsprozessen zusammenhängt. 

Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 157—160 (1951) [Russisch]. 

Durch ein Konstruktionsverfahren wird folgender Satz über die Annäherung von Funk- 
tionen durch Ausdrücke der Art o(x, y) P(xz, y) mit Polynomen P(x, y) gewonnen. D sei 
ein beschränktes abgeschlossenes Gebiet des zweidimensionalen Raumes, /'sein Rand. (x, y) 
sei eine in einem offenen, D enthaltenden Gebiet definierte Funktion mit den Eigenschaften: 
1. o(x, y) = 0 auf I’, sonst # 0; 2. (x, y) sei k-mal stetig differenzierbar (k > 1), und alle 
ihre partiellen Ableitungen der Ordnung k mögen der Lipschitzbedingung genügen; 
3. grad p(x, y) + 0 auf I. Ferner sei u(x, y) in D k-mal differenzierbar und verschwinde auf 
dem Rande I" Dann läßt sich eine Folge von Polynomen P,„(x, y) angeben mit Graden <n 
bezüglich jeder der beiden Veränderlichen derart, daß Br 


nf; t 
u — pP Pl = ee), 


mk 
IS ELE DBN IR | i HEISE 
wo ob |u;— Be Er Don und @.(uw; 6) einen Stetigkeitsmodul bedeuten, 
und, falls k> 2 ist, 


den Randbedingungen u A 0 


G= 0,j5=1,2,...,n, angegeben. E. Svenson. 


3 or (u; -.) 
r e n i 
aa u ven | ol mit Osvser<k 


öl 


gilt. Verf. verwendet hierbei die Bezeichnungen aus seiner Arbeit Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 80, 25—28 (1951). Im Falle grad p(x, y) = 0 gelten analoge Annäherungen mit p?P, 
statt @P,„ und k — 1 statt % bei allen Bedingungsungleichungen. Diese Ergebnisse, die sich 
unmittelbar auf eine beliebige Anzahl von Veränderlichen übertragen lassen, lassen sich zur 
Untersuchung der Konvergenz des Ritzschen Verfahrens der Lösung der selbstadjungierten 
Differentialgleichung vom elliptischen Typus 


u ou 
en (a) Ol ET TEN): ur = 0 
durch Bildung von Variationsprozessen anwenden, wenn die Lösung in der Form 


DEE) Pl DT Da, 0% wir 


Kb WERE i,—1 


gesucht wird. Hierzu wird der im vorstehenden Referat angegebene Satz von Il’in verwendet 
und gezeigt, daß für r> 2 die durch das Ritzsche Verfahren erhaltene Funktionen- 


folge wW(&ı, ..., &) gleichmäßig gegen die Lösung w(%ı,..., ©,) konvergiert, wenn 
r—2 
er 9 2 % 
lim A(u,.) n—-2(Inn) ® =0 mit au Ff| 32 a] +?) wi 
n— © i=1 i 
D 


gilt. Der Satz von I’in gibt zugleich eine Abschätzung für |u — u ||e: 
Bl 


I — wnlle< e [Alan m? (Inn) ® |. 
Auch die Randwertaufgabe für die biharmonische Differentialgleichung 
u 
’ Mir 
läßt sich analog behandeln. E. Svenson. 
Povzner, A.: Über die Differentiation der Spektralfunktion der Schrödinger- 
gleiehung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 193—196 (1951) [Russisch]. 
Nach Carleman (dies. Zbl. 9, 357) ist bei den wesentlich selbstadjungierten 
partiellen Differentialoperatoren der Form Lu = Au+((z, y,2)u mit stetigem 


C (x, y, z) im Definitionsbereich aller in — © <x, 9, z<+ 00 zweimal stetig diffe- 
09 ar 


renzierbaren Funktionen, für die gilt [ff |Luldedydz <oo, 1 


Ab zlenooe) © 


S\u2]dxdydz<oo, 


die Hilbertsche Spektralschar £, — E, in Form von Integraloperatoren mit dem 
in p und g stetigen, nach p wie auch g einzeln quadratisch integrablen Kern 
O(p, g, }) darstellbar. Für diese Funktion, die von Carleman Spektralfunktion 
genannt wird, zeigt Verf. vorliegender Arbeit, daß dieselbe nach einer passend 
gewählten, monoton nicht abnehmenden Funktion a (A) totalstetig ist. Die Ablei- 
tung 9 g;)) ist eine in p und g stetige Funktion und genügt in bezug 
auf die Koordinaten des Punktes p der Differentialgleichung Zu +Au=0. 
H.O. Cordes. 
Garabedian, P. R.: A partial differential equation arising in conformal mapping. 
Pacific J. Math. 1, 485—524 (1951). 


Im Mittelpunkt steht die Differentialgleichung für die komplexwertige Funktion U (w) 
der komplexen Veränderlichen w: 


7) 1 9) 
1 a DZ == 
1 2 ow olw) dw Re 
ee Zero ee BERN Ay A se RER 
(2) lei) mw 2 ti) a 


o(w) >0 stetig differenzierbar ineinem Gebiet der w-Ebene, das das endlich vielfach zusammen- 
hängende Gebiet Dsamt Rand C enthält. Bei g = 1 erhält man die Laplacesche Gleichung. — 
Die allgemeine Lösung von (1) in D läßt sich so darstellen: 


(3) v- (je do(z) + g(w), 


wo f(z) und g(w) beliebige analytische Funktionen sind mit der Einschränkung, daß das 
4* 
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a! 1 
Integral existieren muß. Das zeigt man durch Betrachtung von N f f(z) o(z) ie 


nn w| 
und Anwendung der Poissonschen und der Cauchy-Riemannschen Gleichungen: diese drücken | 
sich mittels (2) so aus: oglw) r 
Or 


Zur Greenschen Funktion von (1), also, damit gleichwertig, zur Lösung der (1) zugeordneten 


Randwertaufgabe, gelangt man, indem man in (3) für f(z) eine gewisse Kernfunktion Kt, z) 
setzt (1,2 € D). Ist nämlich 2 die Klasse der in D analytischen Funktionen ® (z) mit endlicher 


Norm IHAKXOL; o(z) do(z), so kann man ein zu dieser Norm gehöriges Orthonormalsystem 
S,(z) ah einen Kern K(z,t) = 3 ®,(z) ®,(t) mit der reproduzierenden Eigenschaft 
(4) D(x) = S K(z,t) ©(t) o(t) ds(t) 


bilden. Setzt man in (3) /@) — K(t,z), g(w) = 0, so erweist sich U(w) als stetig, wenn w 
durch © tritt (vgl. Garabedian und Schiffer, dies. Zbl. 40, 329; s. insbes. 168—169 der 


. 1 2 
Arbeit). Nach (4) ist aber bei w€E B (B Außeres von D) U(w) = ae Daher ist 


S(w,t) ler do(z) + — 
D 


eine Lösung von (1) mit einfachem Pol bei w = t und Randwerten 0. — Nun gewinnt man 
leicht folgenden Zusammenhang zwischen der Greenschen Funktion @(t, w) von (1) und K (t, w): 
2 0° G(w, t\ 
Kit, w) = ww, Lt) 


zo(w) o(t) IWw dt 
die den bekannten Zusammenhang zwischen der Greenschen Funktion der Laplaceschen 
Gleichung und der Bergmannschen Kernfunktion, die man für o(w) = 1 erhält, verallgemei- 
nert. Daraus ergibt sich schließlich die interessante Darstellung von @ mittels der ®,: 


> 0(d) er Te 
) — > 1 ForE b,(w) b,(t), 
N za (& — w) (CS 1) Ga 27 en N 
b,(w) - (fe oc, weD, 
D 


die auch für o = 1 neu ist. — Setzt man in (3)o=1und u y(z) — (2) anstatt f@) mit 
y(z)E 2, u = const, so erhält man eine Funktion U, die der Differentialgleichung 

5 au 02 U 0 

) N 

genügt. Wählt man für «u und y speziell Eigenwerte und zugehörige Eigenfunktionen des 
Friedrichsschen Eigenwertproblems (dies. Zbl. 1%, 21), für die bei beliebigem DE 2 gilt: 


SS @id 2) do) = SF wre) ©) dal), 


so ist U eine Lösung des zu (5) gehörigen Figenwertproblems mit U = 0 auf (©, das sich als 
äquivalent zu dem von Friedrichs erweist. — Eine entsprechende Theorie läßt sich aufbauen, 
wenn man statt 2 die Klasse A der reellwertigen harmonischen Funktionen u(z) in D wählt, 
für die INN u” odo endlich ist. Man wird auf die Differentialgleichung 
1 02 
— /h = le, 
A 1 AN) Al D2 05 
geführt, die sich für o = 1 auf die Gleichung einer elastischen Platte reduziert; für diesen 
Fall ergeben sich wiederum interessante Beziehungen zu den Friedrichsschen Eigenfunk- 
tionen. Das Beispiel: D eine Ellipse, wird numerisch durchgeführt, wobei eine Hadamardsche 
Vermutung, nämlich die Positivität der Greenschen Funktionen der elastischen Platte, selbst 
für den Fall eines endlichen konvexen Gebietes als nicht allgemein zutreffend erwiesen wird 
(für gewisse andre Fälle war das schon bekannt). — Schließlich werden Beziehungen der 
vorigen Theorien zur Klasse der biharmonischen Funktionen mit endlichem Absolutwert- 
quadrat (Bergmann und Schiffer, dies. Zbl. 3%, 352) hergestellt; insbesondere wird der 
Kern dieser Klasse durch die Friedrichsschen Rigenfunktionen ausgedrückt. H.Grunsky. 
Kawata, Tatsuo: The harmonie funetions in a half-plane and Fourier trans- 
forms. Ködai math. Sem. Reports 1949, 9—15 (1949). 


Die in y>0 harmonische Funktion f(x, y) gehöre zur Klasse H2, wenn 


+ 00 
" aHtiypde<(C für y>0(p21). Für p=1 sei außerdem Site, y)|dx < e für 
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m(e) <6 = ö(e). In Analogie zu bekannten Sätzen über Funktionen, die in einer Halbebene 
> analytisch sind, wird gezeigt, daß f(x, y) im Mittel der Ordnung p und fast überall punkt- 
weise für y> (0 gegen eine Funktion f(x) aus L? strebt und durch ihr Poissonsches Integral 
darstellbar ist. (Der Beweis wird unabhängig von den Sätzen über analytische Funktionen 
geführt.) — In Analogie zu Sätzen von Verblunsky (dies. Zbl. 10, 60) und Offord (dies. 


+% 
Zbl. 12, 349; 13, 60) wird bewiesen: Es sei [ e-vl»! |g(u)|du<co für y> 0 und 
+% — 
1 
Ray) — mr j e=vlel g(u) e=izudu eine Funktion aus HZ. Dann strebt nach dem 
27 


er S 
Vorigen fix, y) für y> 0 gegen eine Funktion f(x)E L?, und diese ist die Fourier-Trans- 
_ formierte in L? von g(u) für p> 1. Ferner gilt im Sinne eines (C, 1)-limes fast überall: 


er ua 
(a) = ON) SEE OO) = fs 1(2) er=dz. 


Dieser Satz wird dahin verallgemeinert, daß das Mittel 


NT | 
esllaes = ——— EN 1-4) e-vlul e-izug(u) dw 
a NE Tr e z 9(W) 


E19, 
betrachtet wird. Wenn } fol, y)pdxz=<C für y>0 ist, so strebt fu(x, y) für > oo 
gegen eine harmonische Funktion f(x, ). für die analoge Aussagen wie im vorigen Satz 
gelten. @. Doetsch. 

Komatu, Yüsaku and Han Nishimiya: On a theorem of W. Gustin. Ködai 
math. Sem. Reports 1950, 67—68 (1950). 

Betrachten wir zwei harmonische Funktionen in vom Mittelpunkt aus gleich- 
gerichteten Punkten der Oberflächen zweier Kugeln, die je dem Regularitäts- 
bereich der bezüglichen Funktion angehören. Dann besagt ein Satz von Gustin 
(dies. Zbl. 35, 188): Das Integral des Produktes dieser Funktionswerte über alle 
Richtungen ist eine Funktion des Produktes der zwei Radien. Die Verff. geben 
einen neuen Beweis dieses Satzes, indem sie die harmonischen Funktionen nach 
Potenzen der Entfernung vom Kugelmittelpunkt entwickeln, wobei die Ortho- 
gonalitätseigenschaft der als Koeffizienten auftretenden Kugelfunktionen das 
Resultat ergibt. | G. af Hällström. 


Arima, Kihachiro: On harmonie measure functions in some regions. Ködai 
math. Sem. Reports 1950, 75—80 (1950). 

Soit S une region du cerele |z2|<1 limitee par des courbes analytiques C,. 
Pour r <1, on consid£re J’intersection A(r) de 8 et du cercle |z2|<r; la frontiere 
de A(r) comprend un ensemble A (r) d’ares de |2| = r. On considere aussi la region 
E(r) du cercle |z2|<1 limitee par celles des courbes ('„ dont la distance & 2 = 0 
est inferieure & r; la frontiere de E(r) comprend un ensemble A(1,r) d’arcs de 
lz|= 1. L’A. montre que les deux fonctions de mesure harmonique & (2,4 (r), A (r)) 
et w ( (1, r), E(r)) eonvergent uniformement vers une fonction harmonique u (2) 
quand r tend vers1. Si v(z) = 0, il dit que S est une O-rögion. Il obtient des con- 
“ ditions necessaires et suffisantes pour que S soit une O-rögion et retrouve ainsi 
certains resultats de Myrberg. Enfin, il etudie les proprietes des fonctions harmo- 
niques dans une O-region. J. Dufresnoy. 

Becekenbach, E. F.: On subharmonie, harmonie and linear functions of two 
variables. Univ. nac. Tucumän, Revista, Ser. A 8, 7—13 (1951). 

Remarques sur les moyennes des fonctions convexes ou sousharmoniques 
f(x, y) > 0; generalisation de la definition classique des fonctions harmoniques 
“ par la consideration des moyennes de f!/* sur le cercle ou la circonference quand 
—=0: P. Lelong. 
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Fichera, Gaetano: Applieazioni della teoria del potenziale newtoniano nel senso 
di Stieltjes. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 75—76 
(1951). 

Picone, Mauro: Sulle singolaritä delle soluzioni di una elassica equazione a 
derivate parziali della fisiea matematiea. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 
23—26 Settembre 1948, 69—71 (1951). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Fantappie, Luigi: I funzionali derivati del nucleo risolvente, degli autovalori 
e delle autofunzioni di un nucleo dato. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23— 
26 Settembre 1948, 111—114 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 32, 211. 

Chvedelidze, B. V.: Über das Riemannsche Problem in der Theorie der analy- 
tischen Funktionen und singuläre Integralgleichungen mit Kernen vom Cauchy- 
schen Typus. Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 12, 69— 76 (1951) [Russisch]. 

Verf. behandelt den Fall, daß die Unstetigkeitskurve aus einer endlichen 
Anzahl von punktfremden, einfachen, geschlossenen Kurven besteht, und daß 
die in den Sprungbedingungen und Integralgleichungen auftretenden Funktionen 
und die Lösungsfunktionen zur Klasse LP(C')) gehören (vgl. dies. Zbl. 42, 339). 

W. Thimm. 

Vasilache, Sergiu: Sur certaines methodes de resolution des &quations integro- 
differentielles, & une seule variable et A limites fixes d’integration. Acad. Republ. 
popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 2, 287—311 und russische und französ. Zu- 
sammenfassg. 312—316, 317—321 (1951) [Rumänisch]. 

Verf. betrachtet Integro-Differentialgleichungen der Form 


N m 
& Hiıla) yPla) = Ta) +A | & K,la, s) y(s) ds, 
i—=0 v=0 

transformiert sie auf die Gestalt 


m 


() ya) = hie) +2 | I P,(e, s) yo (s) ds 


und löst diese Gleichung durch sukzessive Näherungen für kleine |]. Ferner 
führt er für (1) zwei Transformationen in lineare Integralgleichungen durch; 
Kern und bekannte Funktion werden bei der ersten Transformation rationale 
Funktionen in /, bei der zweiten Potenzreihen in }. K. Maruhn. 

Finkelsztejn, L., J. 6.-Mikusinski et €. Ryll-Nardzewski: Sur une &quation 
integro-differentielle. Colloguium math. 2, 178—181 (1951). 

Si consideri l’equazione integrale 

t 


(1) ii 


dove a(t), b(t) sono funzioni note di te ©(A,t) una funzione di (A,t) derivabile 
rispetto a } che soddisfa la (1). Questa se a(t) = t"/n!, e bit) = k= cost., con 
n + 1 derivazioni rispetto a £ dä: 
9% (2,1) x(},t) 
a ce 
Sia A, >0 e consideriamo nel piano (A,t) il triangolo T i cui punti soddisfano la 
An: 7 2 t ! i 
limitazione 0 < N ER + m 1. Gli AA. dimostrano per assurdo il seguente 
” * 0 EV ” ” 
teorema di unieitä: Se a(t) e b(t) sono continue in (0, ?,) ed una almeno di esse 


at FERN 1 HG xla,r) de=0, 


—u: 


—,— a nn 
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non € identicamente nulla e se la funzione x&(A,t), definita in T, ivi continua in- 
sieme alla sua derivata parziale rispetto a A, soddisfa, oltre la (1), la condizione 
2(0, 1) =0 per 0 <t<t,, allora la ©(A,t) & identicamente nulla in 7. Il campo 
‚di unieita 7’ non & in generale suscettibile di ampliamento. @G. Sansone. 

Doetsch, G.: Über das Problem der Konvergenz in der Theorie der Laplace- 
Transformation. Revista Un. mat. Argentina 15, 19—23 (1951) [Spanisch]. 

Pistoia, Angelo: Sul prolungamento analitico della trasformata di Laplace. 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend. Cl. Sei. mat. natur. 83, 481—492 (1951). 


Es sei f(p) = Se?! F(t) dt für Rp >0 konvergent. In Verallgemeinerung 
0 
eines Resultats von L. Amerio (dies. Zbl. 23, 401) wird gezeigt, daß 


oo 


lim [ ew+t j — ZU)" F() dt = f(p) (m 2 =0) 


Nn—X ö no Yn 


für alle p in der Konvergenzhalbebene und darüber hinaus in einem Gebiet ist, 
‚. das von einem ziekzackförmigen Streckenzug begrenzt wird, dessen Scheitel in 
den, singulären Punkten von f(p) liegen. @G. Doetsch. 

* Pistoia, Angelo: Sulla operazione di eomposizione seecondo una varietä lineare 
per la trasformata multipla di Laplace. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend. Cl. Sci. 
mat. natur. 84, 241—249 (1951). 

In Verallgemeinerung der bekannten Faltung zwischen Funktionen von 
mehreren Variablen wird eine Faltung hinsichtlich einer linearen Mannigfaltigkeit 
definiert. Es seien zwei Funktionen F(&,,..., &y), @(tı, ...,tx) gegeben, wobei 
die x und i von — oo bis +00 variieren. Wenn P(%,,..., £y) ein fester Punkt ist, 
so wird die lineare, durch P gehende Mannigfaltigkeit Vx betrachtet: 


K 
Bed: FE KETTE UN NT ZEN, <S, a, Const). 
s=1 


Als Faltung hinsichtlich Vz wird definiert: - 
K K 
GE# Dis... En) = Set,.:, 1) Fi == ee 2% A;n) dr, 
s= gs= 
erstreckt über den vollen Raum der ti. — Es wird ein Analagon zum Faltungssatz 


der Laplace-T'ransformation bewiesen, und zwar für den Fall, daß die Laplace- 
Integrale beider Funktionen absolut konvergieren, und für den Fall, daß die Funk- 
tionen für negative Variable verschwinden und nur das Laplace-Integral der einen 
absolut konvergiert. @. Doetsch. 

Carstoiu, Ion: Une formule gönerale operatoire dans le caleul symbolique. 
©. r. Acad. Sci., Paris 233, 721—723 (1951). 

Neben einer längst bekannten Formel wird folgende neue angegeben. Sind 
y(p) bzw. £(p, u) die p-fachen einseitigen Laplaceschen Transformierten von 
f(t) bzw. h(t) [f,(t) % für Ru >0, so ist IC} u) 9 qu jene von h(t) f[logfı (t) ], 
. falls das Integral — mit nicht erklärtem Integrationsweg — existiert. 

T. Szentmärtony. 

Agarwal, Ratan Prakash: Some properties of generalized Hankel transform. 
Bull. Caleutta math. Soc. 43, 153—167 (1951). 


Verf. entwickelt die in der Überschrift genannte Abbildung, die er in seiner Doktor- 
schrift „The theory of Hankel transform and self-reciprocal functions“, Lucknow 1950, und 
dies. Zbl. 40, 352, eingeführt hatte. Er beweist folgende Sätze, die er auch durch Beispiele 


veranschaulicht: 1. Ist f(x) das verallgemeinerte Hankelsche Bild (J%-B.) von g(x), so ist 


[?Ha)de= TA +HIT1+I-In— m far? Pr Er 
0 
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falls die Integrale konvergieren und O<u<1l, RiA>—1— 2. Sind 9,(2) und (x) 
die J%4-B. von y,(2) und y,(x), so gilt — die folgenden Integrale als Eurhenen voraus- 


gesetzt — als Seitenstück des Parsevalschen Satzes ii Y(z) ya(x) de = Jj Pz( (@) a) dx. — 


3. Ist f(x) das J4-B. von g(x)und beidem Ansatz o=c+it, 0<c<1,g(y)= Imi x(s)y-° ds, 


e—iXo 


wo x(s) = O(e-*lıl), k> 0 mit || > ©, ferner O<us1, R@A—s+3)>0, so gilt 
c+ioo 


(2) = 


1 


ITEMS du + AL du) dusl)'r(l —s)wnede. 


2ri 
Sonderfälle: “ IS) 23° T(4 +44 +1s)y(s), wo y()= y(l—-s)in0<e<[1]1; 
dann ist f(x) = g(x). — b) Ist unter derselben ehe über y(s 

c-+ioo 
gl&)= j. 9er T(4 +42 +1s)yp(s) x7° ds 
und f(x) das J%-B. von g(x), so ist auch 
1 1 
Fix) = er #411 2] das J4-B. von G(x) = 4, Ga : ta). — 


4. Ist f(x) das J%-B. von g(x) und f(p) das Laplacesche Bild Bi von zen x), so ist 
g(x) = u-ı21-2/u—2Mu+R N 9(z) G(z) dz, wo 


”- TIA 3/4 — 2/2 Bi 
a : BAHR la 


dabei sind die Integrale ji |e= 3% o(z)| dz und | ot 9(z) @(z) d2 als vorhanden, ferner 0 <ua<1 
0 


und Re 7 . n + A als positiv und nicht ganz angenommen. Ein Beispiel dafür führt 


in dem Sonderfalle u = % zu einer Integraldarstellung einer Weberschen D- durch eine kon- 
fluente Inpergsonagkr che „F,-Funktion. — 5. Ist f(x) das J4-B. von g(x) und g(p) das £-B. 


von y(s), so ist f(x) = IR s) G(s) ds mit 


B I (n/2 + 4/2 + 5/4) (—2s/x)* 

G(s) = 22 u RETTEN 
und Re(/ + 3) positiv und nicht ganz ist. Ein Beispiel geht von einer Whittakerschen Funk- 
tion als dem &-B. einer ‚F,-Funktion aus. — 6. Ist «7-11/6 f(x) das Humbertsche B. von 
9(x), ferner f(x) = 0 für >1 und f(x) bei ganzen A=n>(0 von unabhängig, so ist für 
alle endlichen z im Kreise |@y}) = 2Y2 

co ie ] )2 
„= (2Rr +1)! 


unter der Annahme, daß Summe und Integral sinnvoll sind. Anwendung auf den Fall 
a)= ar, <1; fa)=0, z>1; gl) = Yn 2-r-12rlst1/2 Inyı,ntı/a (2 zU8), wo der 
jetzte Malteil eine Humbertsche Funktion ist. L. Koschmieder. 

Kawata, Tatsuo and Masatomo Udagawa: On infinite convolutions. Ködai 
math. Sem. Reports 1949, 55—62 (1949). 


Im 1. Teil wird ein Beweis des Levyschen aeiee gegeben: Wenn die charak- 
teristischen Funktionen en /„(t) der Verteilungen F,„(x) für 
fast alle t gegen eine in t = Ostetige Funktion f(f) mit f(0) = 1 so konvergieren 
die F„(x) gegen eine Verteilung F(x), und f(t) ist fast überall gleich der charakteristischen 
Funktion von F(z). — Wenn die F,(x) Faltungen von a 0o,(2) mit den 
charakteristischen Funktionen @, (t)sind: F.(x x)=o, 0,80% On(R),soist alt) = Pılt)- Dr). 
Dann kann die Bedingung der Stetigkeit von f(t) = lim f,(t) int= 0 EN, werden, 
wenn /(t) auf einer Menge von positivem Maß von 0 eh ist. — Im 2. Teil werden Be- 
weise für bekannte Sätze gegeben, die sich auf die mittlere Konzentrationsfunktion 


kin 2 fine Ed bzw. yih)= fen oa (n>0) 
() 


wenn 0<u<sl 


1 oo 
ee a" 12 Dyn+1(2V222) g(x) = Mi y-:3 bei(2xyz) f(x) dy 
0 
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‘der charakteristischen Funktion fit) beziehen. — Der 3. Teil behandelt den Mittelwert 


im m iara=mur. 


To DULER) 


Bekanntlich ist M{lf|?} = 0 die notwendige und hinreichende Bedingung für die Stetig- 

keit von F(x). Es wird gezeigt: Wenn die Verteilungen F,(x) gegen eine stetige Verteilung 

F(x) konvergieren, so ist lim IR {|f„|?} = 0. Dieser Satz ist zwar nicht allgemein, aber wenig- 
Nn— 00 

stens in dem Fall umkehrbar, daß die F„(x) eine Folge von Faltungen darstellen. In diesem 

Fall gilt auch: imMiAFeMLf?}. 


n—>X 
Allgemein it N (ff,  AY>M {fl} -Milfa 2%. Ferner ist notwendig und hinreichend 
dafür, daß die unendliche Faltung F(x) = F,(x) x F,(x) x ** stetig ist, die Bedingung, daß 


IIM (fr) gegen 0 divergiert. G. Doetsch. 
k=1 


Liseu, Traian: Sur le eritere d’unieite dans le problöme des moments. Acad. 
Republ. popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 2, 495—549, russische und französ. 
Zusammenfassgn. 550—553, 554—557 (1951) [Rumänisch]. 


La condition necessaire et suffisante pour que le probleme des moments de Hamburger 


[x dF(x) = M; j = 0,1,...) ait une solution non-decroissante est que les determinants 
Bon 


|M:4l0:0 (n = 0,1, ...) sojent positifs. La condition necessaire et suffisante pour que cette 


solution soit unique est que | M;+;\0.0/| Mi+,]2,2 tende vers zero. Or l’auteur montre sur quatre 
exemples, li6s aux distributions classiques de la statistigue mathematique, que la condition 
d’unicite peut &tre verifiee, sans que le soit la condition d’existence. Soient M, = 1, 


L) M;=o(@a+D---(<+5— 2%, H) M;=ola +1). (a +57— DR, Mor=0, 
sat). (a+j-D) 

J M;= - ; 

naar FE RRHTeD 

a(a—+1)---(a+j—]) 

& M;; = = 5 
ee. Gr 
Alors la condition d’existence est verifiee ss Il) «> 0, HJa>0,h>0,J)a>0,8>0, 
G)« > 0, ß> 0; et la condition d’unicite est verifeeiL)a > —1,a+#+0,H)a> —41,0=#+0, 
Det, 1,2... 0, rt; 15 — 2, Dans les 

cas ou elle existe la solution est donnee par 


Ma; =0. 


oo 


Ho) IN, — 5 IE Eee > On EN, — 7 fe a erzird 

A) u Fr a f» z«-1(1— z)P1de, G) M; = an ix]? 1(1 — a2) Id, 
et les polynomes de Tehebycheff associes a ces problemes sont ceux de L) Laguerre, H) Her- 
mite, J) Jacobi, G) Gegenbauer. — Soit M;, = 1 x!dF(x) et M; = Mı—-tM = 
f (x — t) dF(x). Soit {M;} la suite J) ett= sin2(9/2) (0 <0 <nr),d =2kn/m, k etm des 
entiers ne verifiant pas - ar 2ko — 2k’, - 1= mo — 2n’ (k’, n’ entiers). Alors si 


la suite {M,} verifie la condition d’unicite, la suite {M;} le fera aussi. Il est & remarquer que 
z 


la fonction [(& — t)dF(x) n’est pas necessairement non-d£croissante. J. Horvath. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


e Halmos, P. R.: Introduetion to Hilbert space and the theory of spectral 
multiplieity. New York: Chelsea Publishing Company 1951. 114 p.; 3.25 dollars. 

Kapitel Ienthält eine Einführung in die Geometrie des Hilbertschen Raumes 9 beliebiger 
Dimension. Kap. II beginnt mit der Algebra der beschränkten Operatoren und führt bis zur 
Spektralzerlegung hermitescher und normaler beschränkter Operatoren. Die Beweismethode 
ist im wesentlichen die von Eberlein. Von den dargestellten Sätzen sei erwähnt ein Satz von 
Fuglede, daß aus der Vertauschbarkeit eines beschränkten Operators B mit einem nor- 
malen Operator N auch die Vertauschbarkeit von B mit N* folgt. Den Hauptinhalt des Buches 
bildet die Theorie der unitären Äquivalenz beliebiger Spektralmaße, die als Spezialfall die 
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unitäre Äquivalenz hermitescher und normaler beschränkter Operatoren enthält. Ist X eine 
beliebige Menge, 8 eine o-Algebra von Teilmengen von X, so wird (X, 8) als Maßraum bezeich- 
net. Ein Spektralmaß E ist eine Mengenfunktion E(M), die jedem MES eine Projektion 
E(M) auf $ als Wert zuordnet, so daß E(X) = 1 und Z(U Mr) zZ E(M,) für jede dis- 


junkte Mengenfolge aus 8 gilt. An Stelle der letzten Bedingung kann man auch verlangen, 
daß u(M) = (E(M) x, y) für jedes Paar x, yE 9 abzählbar additiv ist. Die Spektraldarstel- 
lung eines normalen Operators A bedeutet in dieser Ausdrucksweise, daß es ein komplexes 
(d.h. X ist die Gaußsche Zahlenebene, 8 die Menge der Borelmengen dazu) kompaktes [d.h. 
die Komplementärmenge der Vereinigung aller offenen M mit E(M) = Oist kompakt] Spektral- 


maß E(M) gibt mit A = j; AdE(}). Die Äquivalenztheorie der Spektralmaße ist der Gegen- 
stand des dritten Kapitels und benützt die Ideen von Wecken und Nakano. Mit P werde 
die Menge aller Projektionen aus 9 bezeichnet, die mit den Projektionen E(M) des gegebenen 
Spektralmaßes vertauschbar sind. F sei die Menge aller mit den Projektionen aus P vertausch- 
baren Projektionen, unter denen die E(M) sind. F und P sind zwei vollständige Boolesche 
Algebren. Als Spalte C(P) einer Projektion P€ P wird das kleinste Element von F bezeichnet, 
das P enthält. Eine Reihe ist eine Projektion RE P, für die P = O(P) Rgilt für jedes PS R. 
Ist FEF, so ist ein Orthogonalsystem vom Typus F eine Menge paarweise orthogonaler 
Reihen R; mit C(R) =F für alle j. Als Multiplizität «(F) wird die eindeutig bestimmte 
Kardinalzahl eines maximalen Orthogonalsystems vom Typus F bezeichnet. Es wird nun 
jedem endlichen Maß u auf (X, 8) eine Multiplizität v(u) bezüglich des Spektralmaßes Z(M) 
zugeordnet. Mit o(x) werde das durch v(M) = (E(M) x, x) erklärte Maß bezeichnet; C'‘(w) sei 
die Projektion auf den Teilraum aller x mit o(x) < u [dies bedeutet, daß o(x) absolut stetig 
bezüglich u ist]. O'(a) ist eine Spalte, also Element von F. Als Multiplizität «(w) wird nun das 
Minimum aller v(C(v,)) bezeichnet, O +», < u. Die so erklärte Funktion v(u) hat folgende 
Eigenschaften: Es ist u(u) = 0 für u = 0; ist O#v <u, so ist u(u) S u(v); ist u das Supre- 
mum einer abzählbaren Menge u; paarweise orthogonaler Maße, so ist u(u) = min u(w,) (wm _L 4; 
bedeutet u; < u; und u; < 4). Diese Multiplizitätsfunktion ist nun die gesuchte unitäre In- 
variante des gegebenen Spektralmaßes; ist U-!E(M)U = F(M), so stimmen die zugehörigen 
u(u) überein, und u(w) bestimmt die Aquivalenzklasse eindeutig. Umgekehrt gehört zu jeder 
Multiplizitätsfunktion v(u) mit den angegebenen drei Eigenschaften ein bestimmtes, als ka- 
nonisch bezeichnetes Spektralmaß, das die Normalform der zugehörigen Aquivalenzklasse 
darstellt. — Es werden gewisse Vorkenntnisse aus der allgemeinen Maßtheorie vorausgesetzt, 
so z. B. der Satz von Radon-Nikodym. Das Buch ist trotz einer gewissen Knappheit der 
Darstellung sehr klar und übersichtlich geschrieben; so wird das Verständnis für die einiger- 
maßen verwickelte Multiplizitätstheorie durch sorgfältige Orientierung am endlichdimensio- 
nalen Fall vorbereitet. @. Köthe. 


Hotta, Jyöji: A remark on regularly convex sets. Kodai math. Sem. Re- 
ports 1951, 37—40 (1951). 

E denotes a normed (not necessarily complete) linear space and E* its conjugate space. 
According to M.Krein and V. Smulian (this Zbl. 24, 413) a set K* C E* is called „regularly 
convex“ if for every fu € E* not belonging to K* there exists an element x&,€ E and a number 
> O0 such that f(x,) < f(x.) — n for all FE K*. Results of the Krein-Smulian paper, given 
in the separable case, are transposed to the general case, using von Neumann’s weak topology. 
Theorem 1 — Every regularly convex set K* in E* is convex and weakly closed. Lemma 
2,1—IF,(f)is a weakly continuous linear functional on Z*, there exists an element «,€ E 
such that F,(f) = f(x,) for allf€ E*. Lemma 2,2 — If a convexset K* in E* is weakly closed, 
then for every f,€ E* not belonging to K*, there exists a weakly continuous functional F, 
on E* and an &e> O0 such that F,(f) <F,(fo) — e for allfin K*. Theorem 2 — If a convex 
set K*in E* is weakly closed, then K* is regularly convex. Hints to the proofs — All proofs 
are elementary and self-contained. (2,1) U(o; &,,..., %n; 1) representing a weak neighbour- 
hood of the origin o in E included in [| F,(f)| < 1], &, is defined as a linear combination of 
X... , &n. (2,2) Adaptation of the proof in the finite dimensional case, using Hahn-Banach’s 
extension theorem. (2) Combination of 2,1 and 2,2. Complements — From Theorems 1 
and 2 and a result of L. Alaoglu (this Zbl. 23, 129) follows the Gantmacher-Smulian theorem: 
a bounded convexset K* C E*is regularly convex if and only if it is weakly compact. The note 
ends with proof of M.Krein and D. Milman’s theorem on the existence of extreme points 
for a weakly compact subset of E*, making use of Zorn’s lemma in place of transfinite induction. 

Ohr. Pauc. 
3094Chaplanov, M. G.: Einige Eigenschaften des analytischen Raumes. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 79, 929—932 (1951) [Russisch]. 

Following a suggestion of M.V.Keldy$ (see Ibragimov, this Zbl. 36, 184, p. 
of the paper), the author applies the methods of Köthe and Toeplitz (this Zbl. 9, 257) to a 
study of spaces of analytie functions. The author departs from the definition given by Köthe 


and Toeplitz indemanding that for a linear space HE composed of complexsequences x— {2} sa 
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oo 
a sequence u = {w}»—ı is in the dual space E* if I u. x, converges for all x€E HE; absolute 
=ı 


convergence is not required. Apart from this, the terms bounded, limit, ete., have the 
same meanings as in Köthe and Toeplitz (l. c.). Let Az denote the space of all sequences 
(U, %gyr ee, %n, ...} Such that the series f(2) = &% + 232 + x32? +", converges for 2|<R. Let 
Ar denote the space of all sequences such that the corresponding functions f(z) are analytic 
for |2|<R. The following theorems are announced. (1) Ar*—=Aı,r, and Az" = Ayyr. (2) BCAr 
is bounded if and only if the corresponding set of analytie functions admits a majorant. 
(3) {ann =ı C Ar is convergent if and only if it is bounded and possesses a co-ordinate-wise 
limit, i.e., its corresponding sequence of functions converges uniformly within |z| <.R. 
(4) A limit in Ar is also a strong limit. These results are very similar to certain theorems of 
Toeplitz (this Zbl.35, 73). (5) Strong boundedness is equivalent to boundedness in Ar. (6) In 
Ar, every limit point of a set B, in the induced topology, is the limit of a sequence of points 
lying in B. It is stated that similar assertions hold for the space of functions f analytic in an 
open set G such that G and its exterior are both simply connected. Here the Köthe-Toeplitz 


linear form zu is replaced by (f, g) = — St) 9(2) dz, where f is analytic within G, g is 
7 


analytie outside @ and on @’s boundary, and T’is a curve lying in@ on which fand gare both 
analytic. Theorem (2) alone is proved. The reviewer notes an apparent error in the last asser- 
tion of paragraph 1. E. Hewitt. 

Chaplanov, M. 6.: Lineare Transformationen analytischer Räume. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 21—24 (1951) [Russisch]. 


For notation and references, see the preceding review. (1) A linear trans- 


formation y= Mx, where y, = ApgX%g, carries A, into itself if and only if 
g=1 
for every real number t >1, there exists a sequence c,, Cg» - . -, Cns - . . of real 
numbers >0 such that lim Ye, <1 and pe Bel I: 
Nn>X 
(2) The transformation y = M x carries A, into itself if and only if (a) the columns 
of the matrix ||a,,||»..-ı are all majorized by a fixed c€ A,; and (b) there 
exist 1, 0<t<1l and »>0 such that |a,,|< 1? for g>»vp (p,q=1,2,...). 
(3) The transformation y= Mx carries the space o of all complex sequences 
‚into A,(A,) if and only if all but a finite number of columnes of ||a,,||»,.=ı are 


zero and the remaining columns are elements of A,(4,). (4) The transformation 
e En N 
y= Mx carries I, into A,(A,) if and only if lim /||a®||< 1 (<1) where ||a®)|| is 
jo 


the norm, in l,p-1, of the j!" row of the matrix ||a,g||».a=ı- Other analogous 
results are stated, and applications are pointed out. One assertion is proved. 
E. Hewitt. 

Chaplanov, M. G.: Ein Matrizenkriterium für die Basis im Raume der ana- 

lytischen Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 80, 177—180 (1951) 


[Russisch]. 
For notation and definitions not explained here, see the two preceding re- 
views. Let fo(z), fi(2)» fa(2)» - - -» fn(2); -.. be & sequence of functions analytic 


in the region B of the complex plane. [Reviewer’s note: B must evidently contain 0.] 
. This sequence is said to be a quasi-power basis in B if there is a positive number R, 


such that: (1) for every sequence {c;};-o of complex numbers such that 
FRE k— = . . . 

lim Yje| <1/R,, the series I) cyfr(z) converges uniformly within B; (2) every 
ko k=0 6) 


function analytie in Bcan be expanded in exactly one way in a series I, cr fr (z), 


= 
ee 65 {8°} 
where lim /|cz|<1/R,. Consider the matrix M = ||a;||j,„-o, where fa (2) = I anı2". 
ko n=0 


Then {fk(z)}-o is a quasi-power basis in |z2|< R if and only if the Matrix M 
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maps some Ar, onto Ar and has a unique inverse matrix mapping Ar onto Ar. 
I£ {fr (z)\2o is a quasi-power basis in |2|<% and (9: (z)}-o is a quasi-power basis 


in |2| <R, with coefficients in Ar, where /(2) = D/ dxn2”, then the functions 

[e>} Nn=0 i 
N bin gn(2) (k = 0,1,2,...) are a quasi-power basis in |z| < A,. Every quasi- 
n=0 


power basis in |z2|< _R with coeffieients in Ar, defines a new quasi-power basis 
in |2| <1/R, defined by the matrix which is the transpose of the matrix of the 
given basis. Three other theorems of this type are also announced. E. Hewitt. 

Berezanskij, Ju. M.: Hyperkomplexe Systeme mit diskreter Basis. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 329—332 (1951) [Russisch]. 

Sei A ein solches System mit der abzählbaren Basis T={j, k,1,...}. Es ist 
bestimmt durch die unendliche kubische Matrix der (reellen) Strukturkonstanten 
C;x1, welche den üblichen Assoziativ- und Kommutativitäts-Bedingungen genügen; 
überdies wird die Existenz einer Folge von positiven Zahlen u; gefordert, so daß 
D |Cjrı| u < jur. Die Elemente x von A sind die Folgen (2), für die die Norm 
L 


> |x;| u; konvergiert. Es besteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den maxi- 
malen Idealen des Rings A und den beschränkten Folgen t;, für die I) Ojrı tı m = 


L 

t; u; tk 4x. Eine solche Folge wird ein Charakter genannt und mit dem entsprechen- 
den maximalen Ideal identifiziert. A heißt normal, wenn eine, den Bedingungen 
Ur = As Ojrrı = Cjrı genügende involutorische Abbildung j > j* von 7 auf sich 
selbst existiert, z.B. j* =j!, wenn T eine Gruppe ist. Auf vorangehende Unter- 
suchungen von Levitan Bezug nehmend, stellt Verf. fest, daß mit Hilfe der 
Charaktere eine verallgemeinerte Fourierreihentheorie in A entwickelt werden kann. 
Ferner wird nach dem Vorbild des Pontrjaginschen Dualitätsprinzips für abelsche 
Gruppen ein „kontinuierliches‘ hyperkomplexes System L mit kompakter Basis 
mit dem System A in Beziehung gesetzt, wobei für Einzelheiten auf eine frühere 
Arbeit von Berezanski und Krejn verwiesen wird (dies. Zhbl. 37, 77; 38, 70). 
Weitere Resultate der vorliegenden Note beziehen sich auf das Zentrum des Grup- 
penringes einer beliebigen Gruppe; auf den symmetrischen homogenen Raum einer 
transitiven kompakten Gruppe. Die Arbeit schließt mit zwei Sätzen betreffend 
hyperkomplexe Systeme A(p(t), u), deren Basis das System der orthogonalen 
Polynome für die Dichtefunktion p(t) über einem begrenzten Intervall der reellen 
t-Achse mit den Maßkonstanten u; ist. H. Schwerdtfeger. 


Berezanskij, Ju. M.: Zur Theorie der fastperiodischen Folgen von B.M. 
Levitan. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 493—496 (1951) [Russisch]. 

Nach dem Vorbild der Definition von B. M. Levitan [Mat. Sbornik, n. Ser. 
16 (58), 259—280 (1945)] wird eine fastperiodische Folge f; bezüglich einer Trans- 
lation (im verallgemeinerten Sinne) in einem hyperkomplexen System mit dis- 
kreter Basis (j) eingeführt, in Verallgemeinerung einer Definition aus einer früheren 
Arbeit des Verf. (vgl. vorsteh. Referat). Mit Hilfe des Begriffs eines Banachschen 
Limes wird ein symmetrisches Mittel definiert und vermittels desselben ein ska- 
lares Produkt (/, g), das aber zum Unterschied vom Fall einer Gruppe als Funda- 
mentalbereich ‚ausgeartet‘ sein kann, d.h. aus (f, f) = 0 folgt nicht notwendig 
f; = 0. In Satz 1 wird eine Art von Parseval-Relation aufgestellt. Ferner werden 
Bedingungen entwickelt, unter denen das skalare Produkt nicht-ausgeartet (n. a.) 
ausfällt. Für den Fall eines n. a. Mittels wird ein Weierstraßscher Approximations- 
satz formuliert. Sodann wird die Theorie spezialisiert für den Fall, daß die Basis- 
elemente eine diskrete kommutative Gruppe @ bilden. Ist F die Untergruppe 
der in der Form j ++ j darstellbaren Elemente, so ist das Mittel n. a., wenn G/F 
endlich ausfällt. In diesem Falle wird eine notwendige und hinreichende Bedin- 
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gung dafür gewonnen, daß die Folge f; eine fastperiodische Funktion auf @ wird. 
Im letzten Teil betrachtet Verf. an Fall eines von den orthogonalen Polynomen 
zur Dichtefunktion h(t) (1 — 19) [-1<t<I1, Alt) >0, mit beschränkter 
zweiter Ableitung] erzeugten De Systerns und stellt fest, daß Fast- 
periodizität einer beschränkten Folge notwendig und hinreichend ist für gleich- 
mäßige Approximierbarkeit der Folge durch Linearkombinationen von Werten 
jener Polynome. Die Arbeit schließt mit einer Präzisierung eines Resultats von 
Levitan aus dem Jahre 1945. H. Schwerdtfeger. 

Krasnosel’skij, M. A. und Ja. B. Rutickij: Zur Theorie des Raumes von Orliez. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 81, 497—500 (1951) [Russisch]. 

Mit der Absicht, stark nicht-lineare Onkratoren zu studieren, betrachtet man hier ge- 
wisse Funktionenräume, die Birnbaum und Orlicz eingeführt haben [Studia Math. 3, 1—67 


(1931)]. Eine nicht-negative, stetige, konvexe Funktion D®(u)(— oo <u< +0) heißt 
N’-Funktion, wenn 1. (0) —(, D(-u)=O(w)>0 für vE0; 2. en Ne 10% 


lim D(u)u-!= oo. Birnbaum und Orlicz haben MEiSen: daß jede N. Funktion ® eine 
U>XO 


Darstellung (und nur eine) zuläßt des Typus ®(u) = In p(t) dt, wobei p(t) monoton-nicht-ab- 
nehmend ist, rechts stetig, und darüber hinaus p(t) >0 für t>0, pt ) = 0, und u plt) = 


Das’ eilt auch umgekehrt. Es sei g(s) = sup 4 ers ist Al eine Funktion it denselben 
p( y N) 


Eigenschaften wie p(t), und deshalb ist Zi (v) =/ q(s) ds auch eine N’-Funktion. Y(v) heißt 


die komplementäre Funktion zu ® (u). Wenn G eine kompakte Teilmenge des n-dimensionalen 
Euklidischen Raumes ist, dann ist Lö die Gesamtheit der meßbaren Funktionen, welche in 
@G definiert sind und für welche [ ut) v v(x) de < co, wenn v(x) auf .@ definiert ist und 


[6 
f P[v(xz)] dx < oo. Mit der Normierung ||w||, = sup [ u x)v(x) dx, wobei das Supremum 
G 
über allen v»(x) mit J Fra) )]d& < 1 genommen A ist L5 ein Banachscher Raum. Der 
2 
Raum ZL, ist ein Sonderfall des vorhergehenden, mit D(u a Wenn lim Dem = 


Da) 
k < oo (die sogenannte A,-Bedingung), so ist D(u) = O(u!%%:*). Dies reicht nicht aus für die 
Anwendungen, welche die Verff. im Auge haben, und deshalb wäre es wünschenswert, Aus- 
kunft zu erhalten im Falle, daß ® nicht vom Typus 4, ist. Die folgenden Sätze sind ohne 
Beweis formuliert. 1. Die Funktion Y(v) ist vom Typus A, dann und nur dann, wenn u, und 
'1>1 existieren, derartig, daß D(u) <B(lu)/2l für v>u,. 2. D(u) sei eins N’-Funktion, 
die nicht vom Typus 4, ist. Dann ist die Gesamtheit der beschränkten Funktionen nirgends 
dicht in Lö. (Vgl. Birnbaum, Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-Phys. Kl. 1930, 338s—343). 


3. Für N’-Funktionen ®, und ©, ist L5,C L», dann und nur dann, wenn Konstanten s und 
u, existieren, für welche ®,(w) < P,(su), sobald «u > u, ist. Zuletzt finden sich einige Be- 


merkungen über schwache Konvergenz der Folgen {w.}.-ı aus L5 bezüglich Funktionalen 
von der Gestalt u f u(x) v(z) de mit v(x)E Lv. Nämlich, wenn {w,} schwach konvergiert, 
so sind die Normen ||z,||, beschränkt. Wenn Y(v) vom Typus 4, ist, so ist L» schwach 
kompakt (jede beschränkte Folge {w„} enthält eine schwach konvergente Teilfolge) und schwach 
vollständig. BE. Hewitt. 

Newburgh, J. D.: A topology for elosed operators. Ann. of Math., II. Ser. 
53, 250—255 (1951). 

In der Menge E, der von Null verschiedenen Elemente eines Banachraumes E 
‘wird eine Metrik o(a, b) eingeführt, die in E, dieselbe Topologie definiert, wie 
die Metrik ||a — d|| (|| «|| = Norm des Raumes E). o(a, b) wird benutzt, um in 
der Menge % aller abgeschlossenen, nichtleeren ale F von E eine Metrik 
ö(F,,F,) einzuführen. Wird E speziell als kartesisches Produkt zweier Banach- 
räume X und Y gewählt, so gehört zu jedem abgeschlossenen Operator 7, der 
einen Definitionsbereich Dz C X in einen Wertebereich Wy7 CY transformiert, ein 
abgeschlossener, nichtleerer Teilraum Fr von E, das sog. Bild von 7 (J.v. Neu- 
“mann, dies. Zbl. 4, 216, p. 299ff. der Arbeit, vgl. auch den von Wieland ein- 
. geführten Begriff der Paarung). Durch ö(F,,F,) wird daher auch eine Topologie 
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für solche Operatoren induziert. Diese besitzt insbesondere folgende Eigen- 
schaften: 1. Mit T besitzt eine ganze Umgebung von T eine beschränkte Inverse. 
2. Wenn ®p —= Y ist, so gilt auch Wr, = Y, und es gilt || 7-1 — T71|| <e, sofern 
nur 7, genügend nahe an 7’ gelegen ist. H. 0. Cordes. 

Kadison, Richard V.: Isometries of operator algebras. Ann. of Math., II. Ser. 
54, 325—338 (1951). 

Let X and Y be compact Hausdorff spaces, and let C(X, K) resp. O(Y, K) denote the 
sets of continuous complex-valued functions on X resp. Y. It is known that a linear isometry 
of C(X, K) onto O(Y, K) (under the uniform metric for both spaces) is actually an algebraic 
isomorphism followed by multiplication by a function in O(Y, K) which has absolute value 1 
[M.H. Stone, Trans. Amer. math. Soc., 41, 235—249 (1937)]. A non-commutative analogue 
of this theorem is given here, dealing with a certain class of not necessarily commutative 
Banach algebras (= normed rings). A O*-algebra is a Banach algebra admitting an adjoint 
operation x — x* satisfying axioms 1’)—6’) of Gel’fand and Nejmark [Mat. Sbornik 12 (54), 
197—213 (1943)]. Gel’fand and Neumark (loc. cit., Theorem 1) have shown that every C*-algebra 
is algebraically, normwise, and adjoint-preserving isomorphic to a uniformly closed algebra 
of bounded operators on some Hilbert space. Thus the author can, in discussing C*-algebras, 
consider only algebras of operators. Two preliminary results are first obtained: the extreme 
points of the unit sphere in a O*-algebra Y are the set of partially isometrie operators U € W, 
where U* U=E, UU*=F, and (I —- F)XI—E)=0; the positive part of the unit 
sphere of X has as extreme points the projections in W. Turning next toisometries of O*-algebras, 
the author proves: an isomorphism of a O*-algebra X which preserves the *-operation is iso- 
metric and preserves commutativity; an isometriclinear mapping o of a C*-algebra WA onto 
a0*-algebra Wis aC*-isomorphism followed by left multiplication by the unitary operator o(J). 
The paper concludes with a classification of extreme points for factors. E. Hewitt. 

Kimura, Naoki: A note on normed ring. Ködai math. Sem. Reports 1949, 
63—64 (1949). 

Soit R un espace de Banach complexe muni d’une structure d’algebre asso- 
ciative, x y etant separement continu par rapport & © et y. Dans ces conditions, 


on sait que, pour une norme öquivalente & la norme donnee, ona||=y|| < ||| ||v||- ' 


L’A. etablit ce point sous I’hypothese suppl&mentaire qu’il existe un element e 
tel que ze = x pour € R. I] montre aussi (de facon obscure) qu’on peut s’arranger 
pour avoir |je|| =1. J. Dixmier. 

Ghika, Al.: Le prolongement des fonetionnelles generales lineaires dans les 
modules semi-normes. Acad. Republ. popul. Romäne Studii Cere. mat. 1, 251—269, 
russ. und franz. Zusammenfassgn. 270—275, 276—281 (1951) [Rumänisch]. 

L’A. etend (en la suivant pas & pas) la d&monstration celassique du theoreme 
de Hahn-Banach, au cas ou les espaces vectoriels r&els sont remplaces par des 
modules sur un anneau complötement reticul& d’un type decrit par 6 axiomes que 
nous ne pouvons reproduire ici, et dans lequel rentrent, par exemple, les produits RI. 

J. Dieudonne. 

Albrycht, J.: L’Höpital’s rule for veetor-valued functions. Colloguium math. 
2, 176—177 (1951). 

L’on considere les fonctions x(t), y(t), dont la premiere prend ses valeurs 
dans un espace X de Banach, la seconde 6tant une fonction reelle. — L’on suppose 
que x(t) est faiblement derivable en (a, b), & derivee x/,(t) et faiblement continue 
en b, tandis que y(t) est derivable en (a, b) et continue en db; de plus x(b) = 0, 


y(b)=0 et la limite forte lim 0 
Ru eK ( 


existe. — L’on deduit que la limite forte 


lim existe et gale la limite forte pr&c&dente, ce qui &tend la regle de ’Höpital 
Del; (f) 
aux cas consideres. Al. Froda. 


Citlanadze, E. $.: Über die Differentiation der Funktionale. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 29 (71), 3—12 (1951) [Russisch]. 


Let E be a real Banach space and let E denote the conjugate space of E. 
A (mot necessarily linear) functional fon Eis weakly continuous if lim f(x.) = f(x) 
Nn>X 


63 


 whenever ©, — x weakly. The Fröchet differential df(z;h) of fat zEEB is 
defined by the equality df(xz;h) = f(x + h) — f(x) — wy(x; h), where df(x; h) 
is linear in A and lim nl - 0. Being linear in h, df(xz;h) = (Lz,h), 
= h||—>0 

where L isin E. aka operator generated by the differential of the functional f. 
L is said to be completely continuous if the image under ZL of the unit sphere 
in E is compact. The principal results obtained are the following. 1. Let E 
be separable, regular, and have a basis. Then, if f is weakly continuous and 
|wr(z; h)|| < C ||hl]?, the operator L generated by f is completely continuous. 
2. Under the hypotheses of 1., the operator L is weakly continuous, in the sense 
that |Lx„ — Lx|| > 0 if @2,— x weakly. 3. If L is weakly continuous, then / 
is weakly continuous. E. Hewitt. 


Vaecaro, Michelangelo: Contributi ai fondamenti della teoria dei funzionali 
analitiei. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 81—82 
(1951). 

Vgl. dies. Zbl. 43, 324. 

Pellegrino, Franco: Sui funzionali del eielo chiuso piü generali. Atti III. Congr. 
Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre, 1948 83—84 (1951). 

“Vgl. dies. Zbl. 41, 443. 

Sueei, Francesco: Sui funzionali primitivi di quelli del eielo ehiuso. Atti 
III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 85—86 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 71. 

Varsano, Sami: Sugli operatori lineari del ceielo chiuso delle funzioni di piü 

 variabili. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 87—89 
(1951). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 72. 

Charazov, D. F.: Anwendung der Methode der sukzessiven Approximationen 
zur Lösung gewisser Funktionalgleichungen. Soobstenija Akad. Nauk Gruzinskoj 
SSR 12, 3—9 (1951) [Russisch]. 

Die Arbeit enthält vor allem zwei Sätze über Lösbarkeit gewisser Gleichungen 

in einem Banach-Raum X. Es wird eine unendliche Folge von linearen Operatoren H, 
_ (=0,1,...) betrachtet, die X auf sich selbst abbilden, wobei ||H,|] <1 ist. 


oo 
Im ersten Satz wird vorausgesetzt, daß die Reihe N 4’ ||H,|| einen positiven 
; v=0 


Konvergenzradius hat, und die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

"7 |#,]| —1 = 0 wird mit r, bezeichnet. Dann hat für jedes A mit || <r, 
v=0ü [6} 

die Gleichung = % /’H,x-+ y für jedes y aus X eine eindeutig bestimmte 
v=0 


Lösung in X, die sich als Grenze der Folge x, darstellen läßt, wobei allgemein 
= y» H,&,„-ı + y ist, für ein beliebiges x, aus X. Im zweiten Satze 


v=0 
wird eine Folge reeller A, betrachtet mit monoton ins Unendliche wachsenden |A, |, 


‘so daß die Reihe za konvergiert. Dann besitzt die Funktionalgleichung 


v=1 | 4» 


= Hsty - — H,® + y für jedes y aus X eine eindeutig bestimmte 


v=i Az 
' Lösung x aus X, sofern || <r, gilt, wo r, die kleinste positive Wurzel der Glei- 
chung || Ho || + r & | — 1=0 bezeichnet. Diese Resultate werden 
! ulz 
- auf geeignete in A nicht lineare Integralgleichungen im n-dimensionalen Raum 
‚ angewandt. A. Ostrowski. 
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Ghermaneseu, M.: Equations fonetionnelles lineaires. Acad. Republ. popul. 
Romäne, Bul. Sti., Sect. Mat., Fiz. 3, 245—258, russische und französ. Zusammen- 
fassgn. 258, 258—259 (1951) [Rumänisch]. 

L’A. s’occupe d’abord de l’etude de l’&quation lineaire generale 
(1) Bf) = PM) + AM) PFTUM) ++ Mm-ılM) FM) = 0 
lot = (9), = (9-1). 9,=© &tant une fonction ou un op6rateur fonctionnel applique 
aux points M d’un espace & p dimensions], dont la theorie generale a &te initie par C. Popovieci 
[Bull. Sci. math., II. Ser. 53, 213—224, 232—247 (1929)]. L’A. montre, que la solution generale 
d’une &quation fonctionnelle (1) depend au plus de n constantes iteratives arbitraires, en ajou- 
tant des exemples. L’instrument de d6&monstration est constitue toujours par le determinant 
fondamental introduit par C. Popovici, qui lui a donnee aussi l’&quation fonctionnelle qu’il 
satisfait. A l’aide de ce determinant, ’A. constitue quelques theor&mes, dont l’un constitue 
un complement dans le sens indique, de la propriete deja indiquee par C. Popovici. — La 
determination des solutions particulieres de l’&quation (1), comme solutions des &equations 
du premier ordre F(f) = f! — Af =0 preconisee egalement par C©. Popovici, nous conduit a 
l’equation fonctionnelle 

G,(2) nl ae: „N ce 9 7r—2 EZB So A + Nash == | /\ 4 On [0 
qui joue un röle fondamental dans le problöme de l’intögration de l’equation (1) et qui merite 
une etude A part. — L’objet prineipal de cette Note est constitue par l’equation fonctionnelle 

EN = tTatny)+ ae WIat+m—- Dy,y) + + plely,y) HR, y) = 0 
correspondant & l’operateur particulier © = x + y, qui contient Y comme parametre. En 
particulier, on determine les solutions independantes du paramötre y, ainsi que les solutions 
de nombreux types d’equations fonctionnelles particulieres, considerees par differents auteurs. 

Autoreferat. 

Urabe, Minoru: Equations of Schröder. J. Sci. Hiroshima Univ., Ser. A 15, 
113—131 (1951). 

L’A. etudie avec le rapp. le systeme d’&quations 

lad] = Ahle) + Ok) Hp) G=12,...,n), 
ou les f; sont des fonctions inconnues, les @; des fonctions donndes regulieres 
pour 21 = = 2,=0 et les y;(x) des polynomes convenables en f;. Il demontre 
dans le chapitre I la convergence de la solution formelle, en supposant que tous 
les modules |A;| sont moindres que 1 ou plus grands que 1. La methode est peu 
differente de celle du rapp. Il suppose dans le chapitre Il que la transformation 
'xz#" = p*(x) appartient & un groupe © de transformations & un parametre et 
etudie la relation entre la solution du systeme d’equations donnees et celle du 
systeme d’equations characteristiques 

LK gp = MI + Hnrı + Din; 

X designant l’operateur de ©. M. Hukuhara. 

Zygmund, A.: An individual ergodie theorem for non-commutative transfor- 
mations. Acta Sci. math. 14, 103—110 (1951). 


In this paper the author uses his own technique to prove differentiation theorems for 
(multiple) integrals, and results by H. R. Pitt [Proc. Cambridge philos. Soc. 38, 325—343 
(1942)] concerning some generalizations of the ergodic theorem. $ denotes a set of finite 


Lebesgue measure, f(x) a measurable real-valued function defined on S, u, BA Ur a set 


of one-parameter measure-preserving transformations of 8 onto itself such that f(Uf! .-- U ik &) 
is measurable in the product space of the A’s and of x. The average 


Ar 


A, 
l Aı A 
a (U; ... U;*%) di, dir (A, sl >= 0) 
0 0 


is represented by o(A,, ..., Ar, &). Theorem 1 — Assuming Si tlog*+ f(z)}?=1 dx to be 


finite, then o(A,,..., Ax, x) has a finite limit a. e. (almost everywhere) on 8. Sketch of 


the proof — fis assumed to be > 0. f(£), the decreasing real rearrangement of f(x), is 
defined as the inverse function of M(y) = measure of [f(x) > y], normalized by the condition 


2 f(&) = fi& +0) +fl&—0). (Pitt’s Lemma) 74 denoting a one-parameter group of measure- 
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preserving transformations of S, 


A Y 
Pia) = sup — [ HT%z) ar, then Fiy< [moa. 


From Pitt’s Lemma are deduced the inequalities 


1 
( [ro da) “<A [fa)dz, Ste) log+ FinyPax<2 f fe) logt ati da + Ap 
8 Ss 
(<a<1), ß=0,1,2,...). Using these inequalities repeatedly for 7?= UL, ..., U} yields 


J [F*(x)]« dz)* <A] fx) log+ fa) -ıdae + Ara <a<]), 


where F*(x) =sup o(A,, ..., Ar, &) for Ay ..., Ak > 0. As a consequence F* is finite a.e. 
The existence of the limit a.e. is deduced, first when fis bounded, then in the general case 


using the classical decomposition f = f’ + f’’ where f’ is bounded and f f’ dx small. Theo- 
S 
rem 2 — L,(t),..., Lx(f) are positive functions defined for £>0, non decreasing, tending 


to O and +% with t, Z a positive number not less than 1. If A,, ..., Ar > satisfying the 
regularity conditions 


IL) <A<Ibl),.„ITıGl)<A<ILtt), 


then 0(A}, ..., Ar, x) has a finite limit a.e. on 8. Hint to the proof — A covering lemma 
of Vitali-Sierpinski type is used to establish 
Y 
ii BL 
Fn<[Teras u<0), 
0 


where F*(x) =sup_o(4A,, ...‚4x, 2) for A1>...„4r> 0 under the regularity conditions. 
Hence the inequality 


(ro «5 = Anna] fx) de OR IN. 


(Remark by the reviewer — The analogy of some methods used to prove ergodic theorems 
and differentiation theorems for set functions suggests the possibility of treating both as 
special cases of an abstract differentiation theory in the line of de Possel.) Chr. Pauc. 


Praktische Analysis: 


® Bruins, E. M.: Numerisches Rechnen. (Servire’s Encyelopaedie. Afdeling: 
Wiskunde. Al/4.) Den Haag: Servire 1951. 127 S. Geb. fl. 4.50 [Holländisch]. 

Das kleine Bändchen gibt eine Einführung in das Zahlenrechnen, einige 
Kenntnis der Mathematik wird vorausgesetzt. Auf knapp 120 Oktavseiten werden 
nacheinander behandelt: Rechenschieber, rationale Potenzen und Polynome, 
Berechnung der elementaren Transzendenten, Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten, numerische Differentiation und Integration. Dabei bringt Verf. auch 
die Methode der kleinsten Quadrate, Orthogonalpolynome, Exponential- und 
Fourierreihen, algebraische und transzendente Gleichungen für eine Unbekannte, 
die Kummersche Reihentransformation, gewöhnliche und partielle Differential- 
gleichungen. Die Darstellung ist klar, obgleich sie (dem Umfang gemäß) vielfach 
nur knapp das Wichtigste anführt. Logarithmentafeln und Winkelfunktionen- 
tafeln mit Gradteilung werden für überholt erklärt, Verf. geht dementsprechend 
" auch kaum auf die Benutzung von Tafeln ein. Im Inhaltsverzeichnis vermißt man 
die Seitenzahlen. — Im ganzen ist es wohl weniger ein Handbüchlein für ‚„ange- 
wandte Mathematiker‘ als vielmehr ein Einführungs- oder ein Unterhaltungs- 
büchlein für ‚reine Mathematiker‘; und als solches recht hübsch. 

U. T. Bödewadt. 


Casale, Francesco: Calcolo approssimato delle radiei reali di una equazione. 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 727—734 (1951). 

? Verf. zeigt, wie die in der Nähe einer Stelle x, gelegene Wurzel x einer Glei- 

chung f(x) = 0 durch das erweiterte Newton-Verfahren approximativ zu ge- 
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winnen ist: 


ET 2 eh 3 ua PER 
a 
4 N ng 3 
rH 15f | ES 
Sämtliche Ableitungen sind an der Stelle x, zunehmen. Es muß daher angenommen 
werden, daß f(x) im abgeschlossenen Intervall (x, x,) regulär analytisch ist. 
Durch Betrachtung des Maximalwerts des ersten vernachlässigten Gliedes wird 
eine Abschätzung des Verfahrensfehlers gewonnen. Geometrisch bedeutet die 
Methode den Ersatz der Kurve f(x) durch eine höhere Parabel im Punkt x, (bei 
Newton durch die Tangente) und Bestimmung von deren Schnittpunkt mit der 
x-Achse. Dies wird für den Fall der gewöhnlichen Parabel bewiesen. Einige Bei- 
spiele werden durchgerechnet. Der Referent möchte dazu bemerken, daß die 
Idee des Verfahrens bereits von Euler (Opera omnia, I. Ser., 10, 422) aus dem 
Jahr 1744 stammt. Er selbst hat die Methode ausgiebig in seiner Dissertation 
(Basel, Juli 1950) angewandt. Dort findet sich auch ein allgemeinerer Beweis. 

H. Wundlt. 

Ackerman, Sumner: Preeise solutions of linear simultaneous equations using 
a low cost analog. Rev. sci. Instr. 22, 746—748 (1951). 

Lammel, Ernst: Über die Interpolation von Funktionen in zwei Veränder- 
lichen. Tecenica 1, 91—95 (1951) [Spanisch]. 

Unter Benutzung vorgegebener Funktionswerte in den Gitterpunkten eines 
quadratischen Netzes von 2 bzw. 3, 4 und 5 Mascheneinheiten Seitenlänge stellt 
Verf. Formeln für die Interpolationspolynome niedrigsten Grades in zwei Variablen 
auf und gibt explizite Ausdrücke für die Werte und für die Werte der zweiten 
Ableitungen in den Mittelpunkten. Methodisch läßt sich das mitgeteilte Verfahren 
auf beliebige quadratische oder auch nur rechteckige Gitter von n? bzw. n m 
Punkten übertragen. H. Bilharz. 

Waerden, B. L. van der: On the method of saddle points. Appl. sci. Research, 
B 2, 33—45 (1951). 

Verf. gibt eine Darstellung der Prinzipien der Sattelpunktmethode zur Aus- 
wertung komplexer Kurvenintegrale. Insbesondere wird der Fall betrachtet, daß 
in der Nähe eines der Sattelpunkte (hier Verzweigungspunkte) ein Pol liegt. In 
diesem Falle versagt die ursprünglich von Debye angegebene Form. Durch Ab- 
spaltung eines Terms, dessen Integration eine unvollständige Gammafunktion 
liefert, wird auch dieser Fall der Methode zugänglich gemacht. Die Ergebnisse 
sind z. B. anwendbar zur Beseitigung einer Schwierigkeit, die bei der expliziten 
Auflösung des Problems der drahtlosen Telegrafie auf ebener Erde durch Sommer- 
feld und F. Noether auftrat. H. O. Cordes. 

Salzer, H. E.: Formulas for caleulating the error funetion of a complex variable. 
Math. Tables Aids Comput. 5, 67—70 (1951). 


2 
Zur numerischen Berechnung des Fehlerintegrals ®(z) — [ew du für kom- 
0) 


plexe Argumentwerte 2 = x + i y werden zwei verschiedene Integrationswege vor- 
geschlagen. 1. Weg: (0;0) bis (2;0), dann (x;0) bis (2;9), D@)=A-+tiB. 
2. Weg: (0;0) bis (0; y), dann (0; y) bis (8;9), ®@@)=C-+:iD. Für 4, BC 
und D werden die Berechnungsformeln mitgeteilt. — Der Auswertung liegt die 
bekannte Relation 


[ee] 


3 &p(—-(u +na)) = nV?a-! % exp(—n?n?a-2) cos(2n m u/a) 


NnN=—X N=—&x 


zugrunde, aus der die wichtige approximative Beziehung 


oo 
eu —nU2(2 + Dem" cosh nu) 
il 
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folgt mit einem relativen Fehler, der kleiner als 2 - 10-17 ist. — Abschließend wird 

auf die für eine Tabellierung mit konstanter Dezimalzahl geeignetere Funktion 

e"D(z) = E+iF eingegangen. Die Formeln für E und F werden angegeben. 
H. Unger. 

Clenshaw, €. W. and F. W. J. Olver: Solution of differential equations by 
reeurrence relations. Math. Tables Aids Comput. 5, 34—39 (1951). 

Die Note behandelt die Anwendung der ‚Differenzenkorrektur‘‘ bei der 
numerischen Auflösung von Differentialgleichungen mit Rekursionsformeln (vgl. 
L. Fox and E.T. Goodwin, dies. Zbl. 33, 287). An Stelle der Berechnung auf- 
einander folgender Näherungslösungen werden hier nur die Korrekturen berechnet. 
Dieses Vorgehen wird an der Differentialgleichung y’’ + f(x2)y = 0 mit den An- 
fangsbedingungen %(x,) = a und y(&, + h) = b erläutert und auf die nichtlineare 
Differentialgleichung y’’ + f(x, y) = 0 erweitert. Ergänzend wird auf die Anfangs- 
bedingungen y(%,) = a, Y’(%,) = c eingegangen. Als behandelte Beispiele werden 
die Differentialgleichung für den Betrag der Hankelfunktion und die Emdensche 
Gleichung angegeben. H. Unger. 

® Problems for the numerical analysis of the future. (Applied Mathematics 
Series 15.) Washington: National Bureau of Standards. U. S. Government Print- 
int Office 1951. IV, 21 p.; 0.20 dollars. 

@ Wachendorf, F.: Allgemeine mathematische Berechnungen auf Brunsviga- 
Doppelreehenmaschinen. — Bearbeitet und erweitert von B. Schrader. Braun- 
schweig: Brunsviga-Maschinenwerke A.G., im Selbstverlag 1951. 

Barnes, R. €. M., E. H. Cooke-Yarborough and D. 6. A. Thomas: An elee- 
tronie digital computor using cold eathode counting tubes for storage. I, U. Elec- 
tronie Engineering 23, 236—291, 341—343 (1951). 

MaecMillan, Donald B. and Richard H. Stark: .‚Floating deeimal“ ealeulation 
on the IBM card programmed eleetronie caleulator. Math. Tables Aids Comput. 
5, 86—90 (1951). 

Die auch unter der Abkürzung C. P. E.C. oder C. P. C. bekanntgewordene 
Maschine gehört zum Typ der programmgesteuerten Ziffernmaschinen, wobei das 
Programm Lochkarten entnommen werden kann. Das Rechenwerk kann aus zwei 
ihm zugeführten Zahlen A und B je nach Befehl die Zahlen A, A+B,A-—B, 
AB, A/B, A,|A|- Bund |A|/B oder deren Produkte mit —1 ableiten. Zahlen 
werden mit beweglichem Komma dargestellt; eine Zahl x erhält die Darstellung 
= = 2x9 : 10°, wobei |zxo| eine Dezimalzahl mit acht geltenden Ziffern des Inter- 
valls 1< 29 < 10 und p ganzzahlig auf das Intervall — 50 < po < 49 beschränkt 
ist. Insbesondere die Addition solcher Zahlen wird kurz beschrieben. Die Verff. 
erläutern am Beispiel einer Differentialgleichung 2. Ordnung, daß sie für die prak- 
tische Behandlung mit dem ©. P. C. das Relaxationsverfahren für solche Bereiche 
bevorzugen, in denen die Lösung einen exponentiellen Charakter aufweist, und 
daß sie bei Lösungen mit schwingendem Charakter an einem Differenzenverfahren 
festhalten, bei dem Ordinaten schrittweise nacheinander berechnet werden. 

H. Bückner. 

Votaw jr., D. F. and J. A. Rafferty: High speed sampling. Math. Tables Aids 
Comput. 5, 1—8 (1951). 

Es handelt sich um die Aufgabe, auf „‚synthetische‘‘ Weise Folgen von statisti- 
schen Ereignissen gegebener Verteilung mit Hilfe einer elektronischen Ziffern- 
maschine hoher Geschwindigkeit herzustellen. In einigen Fällen könnte man 
physikalische Effekte, z. B. Radioaktivität, zur Steuerung der Maschine heran- 
ziehen, um die Aufgabe zu lösen. Dem Verf. erscheint es zweckmäßiger, andere 
Methoden anzuwenden, nämlich eine leicht herzustellende Folge von (z. B. gleich 
dicht verteilten) Zahlen x, eines Intervalls mit Hilfe der Maschine in eine Folge f(x.) 
zu transformieren oder aus endlichen Abschnitten der Folge neue Werte nach 
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irgendwelchen Vorschriften abzuleiten. Aus einer Reihe von Beispielen, die der 
Verf. darbietet, seien nur zwei typische erwähnt: a) Empirisch hat sich ergeben, 
daß (nach einem Vorschlag von Lehmer) die Zahlen ©, = x k" (mod M) mit 
k—=23, M=108° +1 und & als achtstelliger Dezimalzahl gleichdicht verteilt 
sind (es wird angegeben, daß die Folge die Periode 5 882 352 besitzt). b) Um eine 
Folge von Werten u = —Inx zu erhalten, die gleich dicht verteilten x-Werten 
entspricht, kann man von einer Folge &,, %, , ... von gleich dicht verteilten x- Werten 
ausgehen und die kleinste Anzahl der Summanden bestimmen, die die Summe 
& + % +... + 2% > x, macht. Ist n gerade, so werden alle Zahlen &,,..., &n 
aus der Folge in einem Schritt gestrichen, das Verfahren wird mit &9 und &n+1> --- 
wiederholt usf., bis einmal die Anzahl der Summanden ungerade wird. Bezeichnet 
i die vorausgegangene Anzahl der Streichungen, so ist &9 + eine Zahl der u-Folge. 
H. Bückner. 

Salzer, H. E.: Radix table for trigonometrie functions and their inverses to 
high aceuracy. Math. Tables Aids Comput. 5, 9—11 (1951). 

Die Funktionswerte von aretg(m 10-*), m = 1(1)9, n = 1(1) 6 werden mit 
20 Dezimalen mitgeteilt. Mit Hilfe dieser Tabelle und zweier auf dem Additions- 
theorem von tgx beruhenden Algorithmen kann man tgx für <4” und arctgt 
für t<1l auf wenigstens 18 Dezimalen genau berechnen. Die Umrechnungen 
für In <e <4!r und t>]1 sind angegeben. Die anderen trigonometrischen 
Funktionen und Arcusfunktionen lassen sich leicht ermitteln. Zwei Beispiele be- 
schließen die Arbeit. H. Unger. 

Ishiguro, Eiichi, Katsumori Hijikata, Tadashi Arai and Masataka Mizushima: 
Tables useful for the ealeulations of the moleeular integrals. I. Natur. Sci. Rep. 
Ochanomizu Univ. 1, 22 (1951). 

Ishiguro, Eiichi, Tadashi Arai and Masataka Mizushima: Tables useful for the 
caleulation of the molecular integrals. I. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 
2, 34—42 (1951). 

@ Gumprecht, R. 0. and €. M. Sliepcevich: Tables of Rieccati Bessel funetions 
for large arguments and orders. Ann Arbor: Engineering Research Institute, 
University of Michigan, 1951. XVI, 260 p; 3.50 dollars. 

Es handelt sich um die Funktionen 


1/2 2 
Snta) = (F) Intınl®), One) = In); 

J bedeutet die Besselsche Funktion in üblicher Definition. Im ersten Teil werden 
die Funktionen 8, (x), O,(x) und ihre ersten Ableitungen 8/(x2), C7,(x) für 2=1(1) 
6(2) 10 (5) 100 (10) 200 (50) 400 und ganze n >0 angegeben. Für jedes x steigen 
die n-Werte von 1 bis zu Werten, bei denen S„(x) monoton in n und kleiner 
als.107° wird; so sten =1()5 füre =.1,2=1(10) 17 für 2 = 10,%  10)298 
für <= 400. Der zweite, umfangreichere Teil gibt S,(x) und 8/(x) für etwa 
175 Argumente & zwischen 1,20 und 640,00 in unregelmäßigen Abständen mit 
n = l(l) bis zu einem von x abhängigen Höchstwert, so n = 0(1) 29 für x = 24, 
n—=0(1)9% für <=98, n=0(1)399 für x = 640. Die Zahl der Dezimal- 
stellen ist in der Regel sechs. Die Tabellen stellen eine wertvolle Ergänzung der 
Tables of Spherical Bessel Funktions, New York 1947, dar. Vgl. auch zweitnachsteh. 
Referat. J. Meixner. 

@ Gumprecht, R. O0. and €. M. Sliepeevich: Tables of funetions of first and 
second partial derivatives of Legendre polynomials. Ann Arbor: Engineering 
Research Institute, University of Michigan, 1951. XII, 310 p.; 3.50 dollars. 

Diese Tabellen enthalten Werte der Funktionen 


Pr(2) und xP4(z) — (1 — 22) P/(x) 
für y = arecosz = 0°(10°) 170°(1°) 180° und n = 1(1)420.. P„(x) ist das 


au an 
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Legendresche Polynom vom Grad n, P/ und P// sind seine erste und zweite Ab- 
leitung nach ®. Die Genauigkeit beträgt +1 Einheit der fünften zählenden Stelle, 
bei weniger als fünf angegebenen zählenden Stellen --1 Einheit der letzten Ziffer. 
Die Tabellen dienen zusammen mit den vorstehend referierten für die Berechnung 
der Streuung (Beugung) von Licht an Kugeln, deren Umfang bis zu 400 mal 
so groß ist als die Wellenlänge des einfallenden Lichtes. Vgl. auch nachsteh. 
Referat. J. Meisner. 

@ Gumprecht, R. O0. and €. M. Sliepeevich: Tables of light-seattering funetions 
for spherieal partieles. Ann Arbor: Engineering Research Institute, University 
of Michigan 1951, XV, 574 p., 6.50 dollars. 

N Die numerische Auswertung der Mieschen Theorie der Beugung von Licht an Kugeln 
ist für Durchmesser, die groß gegen die Lichtwellenlänge sind, außerordentlich mühsam. 
Der vorliegende Tabellenband enthält zum Teil fertige Ergebnisse, nämlich für die Intensität 
des unter 90° gestreuten Lichtes mit Berücksichtigung der beiden Polarisationsrichtungen 
und für das Verhältnis des Streuquerschnitts zum geometrischen Querschnitt mit den Werten 
& = 1(1) 6(2) 10(5) 100(10) 200(50) 400 («x = Verhältnis von Kugelumfang zur Lichtwellen- 
länge) und den Brechungsindices der Kugel relativ zum umgebenden Medium m = 1,20; 
1,33; 1,40; 1,44; 1,50; 1,60. Es werden vier geltende Ziffern angegeben. — Der Hauptteil 
des Bandes enthält Hilfstafeln von Koeffizienten A,, P,, die mit gewissen Funktionen der 
Legendreschen Polynome multipliziert, addiert, über n summiert und quadriert die Inten- 
sitä#t des gestreuten Lichtes unter einem beliebigen Winkel und für jede der beiden Polari- 
sationsrichtungen liefern. Die A,, P„ bauen sich in komplizierter Weise aus Besselschen Funk- 
tionen der Indices + (n +4) auf und sind mit Hilfe der im zweitvorsteh. Referat besprochenen 
Tabellen berechnet; die genannten Funktionen der Legrendeschen Polynome sind in dem im 
vorsteh. Referat referierten Buch tabuliert. Die A,, P, sind für die schon genannten Werte 
von & und m auf 6 Dezimalen vertafelt und reichen von n = lin Abständen von 1 bis zu so 


hohen n-Werten, bei denen A, und P„ auf 6 Dezimalen verschwinden. — Die Berechnung 
der Lichstreuung von Kugeln wird für diese Werte von. « und m durch die vorliegenden Tafeln 
erheblich vereinfacht. J. Meizner. 


© Kitagawa, Tosio: Tables of Poisson distribution. Engl. ed. Tokyo: Japan 
Publieations Trading Co., Ltd., 1951. 170 p. 4.50 dollars. 

© Reitwiesner, @. W.: A table of the factorial numbers and their reeiprocals 
from 1! through 1000! to 20 significant digits. (Ballistie Research Laboratories, 
Techn. Note no. 381.) Aberdeen Proving Ground, Md.: 1951. 

Riecei, Lelia: Tavola di radiei di basso modulo di un’equazione interessante 
la seienza delle eostruzioni. Rivista Ingegneria 1951, Nr. 2, 8p. (1951). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


e Laplace, Pierre Simon Marquis de: A philosophical essay on probabilities. 
Translated from the 6th French ed. by Frederiek Wilson Truscott and Frederick 
Lineoln Emory, with an introduetory note by E. T. Bell. New York: Dover Publi- 
cations, Inc. 196 p. $ 1.25. 

Englische Übersetzung der klassischen Abhandlung von Laplace ‚„Essai 
philisophique sur les probabilitees‘“, Paris, 1814. In einem kurzen Vorwort weist 
Bell auf die wissenschaftliche Bedeutung von Laplace hin. W. Sarer. 

Basu,D.: On the limit points of relative frequeneies. Sankhyä11,379— 382 (1951). 

Verf. zeigt, daß die von J. Singh [Sankhyä 7, 257—262 (1946)] versuchte 
Verallgemeinerung der von Misesschen Häufigkeitsgrenzwerttheorie in Merkmal- 
folgen illusorisch ist. Der dort gewählte Quasigrenzwert der relativen Häufigkeiten 
h(n)/n eines Merkmals existiert nämlich nur mit dem gewöhnlichen gleichzeitig 
und stimmt dann mit ihm überein. Überhaupt ist jeder Punkt von (limh(n)/n, 
limh(n)/n) eine Häufungsstelle der h(n)/n. Als Beispiel wird die Merkmalfolge mit 
12 Einsen, 2* Nullen, 3% Einsen, 4® Nullen usw. angeführt. Hier ist jeder Punkt von 
[0, 1] Häufungsstelle der relativen Häufigkeiten der Nullstellen. T. Szentmärtony. 
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Eyraud, Henri: Probabilit6 et mesure dans les continus de elasse superieure. 
Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 221—223 (1951). 

Kac,M.: On some eonneetions between probability theory and differential and 
integral equations. Proc. Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California 
Juli 31 — August 12, 1950, 189—215 (1951). 

The interesting content of this valuable paper can only be vaguely indicated. 
The author’s aim is ‚„‚to illustrate on a variety of examples the interplay between 
probability problems and the analytic tools used to approach and solve them“. 
Thus, on one hand situations are discussed where a probability problem is reduced 
to the solution of a differential — or integral — equation, as e. g. in the theory 
of diffusion. An attempt is made in this connection to generalize the classical 
diffusion theory. — On the other hand, and this is a more modern approach 
(we may think of the so-called Monte Carlo method), it is shown that occasionally 
probability theory might be used in order to obtain some results of classical ana- 
lysis, on differential or integral equations. In particular a well known theorem 
of H.Weyland one ofCarleman appear in a new light. H. Geiringer. 

Putnam, Calvin R. and Aurel Wintner: On the addition of symmetrie normal 
frequency eurves. Math. Notae 11, 79-—86 (1951). 

It is proved that the funetion aexp(— ax?) + bexp(— ßx?) can have either 
one or three points of infleetion for & >0, dependent on the positive constants 
1940,30. St. Vajda. 

Levi, Beppo: Über die Form der zusammengesetzten Häufigkeitskurven. Math. 
Notae 11, 87—109 (1951) [Spanisch]. 

Generalizing the results obtained by ©. Putnam and A. Wintner (this Zbl. 
preced. Rev.) the author proves and illustrates the following theorem: the frequency 

m 
function I atazTexp(—a;x?) can have up to 2m — 1 points of infleetion on 
i=1 
each side of its centre of symmetry x = 0. He indicates conditions for the maxi- 
mum number to be actually reached. St. Vajda. 

Nabeya, Seiji: Absolute moments in 2-dimensional normal distribution. Ann. 
Inst. statist. Math. 3, 2—6 (1951). 

Für die zweidimensionale Normalverteilung in der Form 

1 | 1 De EEE 
270] 0/1 — e2 SR 2(1 u) 2 0109 2)! 
werden die Erwartungswerte &[|x” y”|] für alle nichtnegativen ganzen m, n mit 
m + n<12 als Funktionen von o,, 05, 0 berechnet. @. Schulz. 

Cadwell, J. H.: The bivariate normal integral. Biometrika 38, 475—479 (1951). 

Es wird gezeigt, daß zur Berechnung der zweidimensionalen Normalverteilung 
über Polygone die von Nicholson [Biometrika 33, 59—72 (1943)] für 0,1<A, 

h qgzx/h 
: 3 e Ey) 
q< 0,3 auf 6 Stellen tabulierte Funktion V (h, q) = = 1! / exp(— Ze) dy dx 
"6 
verwendet werden kann. Unter verschiedenen asymptotischen Formeln wird für 
arctg (g/h) 1 
2 


diese Funktion die Näherung 


E —hq ; : 
| | em] angegeben. Sie ergibt 
sich nach Ersetzung des Integrationsbereiches von V, des Dreiecks (0, 0), (h, 0) 
(h, q) durch einen inhaltsgleichen Kreissektor über der ersten Seite. 

’ A| T. Szentmärtony. 
i Kawada, Yukiyosi: On a charaeterization of multiple normal distributions. 
Ködai math. Sem. Reports 1949, 41—42 (1949). 

Zur Unabhängigkeit von y = Dora und 2 & Pr % mit den Koordi- 
naten 2%; einer normal verteilten n-dimensionalen Zufallsveränderlichen 
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%(%1,..., %n), welche die Varianz-Kovarianz- Matrix (l,;) besitzt, ist bekanntlich 
DD l;o:P; = 0 notwendig und hinreichend. Verf. beweist, daß diese Eigenschaft 
für die n-dimensionale Normalverteilung charakteristisch ist. Als leichter 
Folgesatz ergibt sich die Normalverteilung von x auch dann, wenn bei symme- 
trischen Matrizen A, B mit AB=0 die Zufallsveränderlichen & Ax, «Bx 
unabhängig sind. T. Szentmärtony. 
Hernandez, Enrique Juan: Verallgemeinerung der Wahrscheinliehkeitsgesetze 
von Laplace und Cauehy. Trabajos Estadist. 2, 291—310 (1951) [Spanisch|. 
The author studies the expression f(x) = h exp(— x?/2a?)/(b? + x?) and deter- 
mines A in terms of a and 5 so that f(x) is a probability density. He considers 
the moments and absolute moments and also the characteristic function. He 
then investigates the convergence of f(x) towards the law of Cauchy and that 
of Gauss for a — oo and b — 00 respectively. St. Vajda. 


Krishnamoorthy, A. S. and M. Parthasarathy: A multivariate gamma-type 
distribution. Ann. math. Statisties 22, 549—557 (1951). 

Nach Kibble [Sankhya, 5, 137—150 (1941)] läßt eine zweidimensionale 
Wahrscheinlichkeitsverteilung, bei der jede der Variabeln x; (* = 1, 2) eine Rand- 
verteilung p(%) = aPTter®i/]'(p) hat, eine Entwicklung der Form 


2 Ze 
p(%) p(*) |l + La, 2) L,(%3, pP) Korg Pla p) L,(%, pP) + 


zu, wobei L,(x, p) das verallgemeinerte Laguerresche Polynom vom Grad r ist. 
Dieses Ergebnis wird auf den Fall einer n-dimensionalen Verteilung verallgemeinert, 
wobei die auftretenden Parameter p noch voneinander verschieden sein können. 
Für die Konvergenz der Reihen werden hinreichende Bedingungen gegeben. 

G. Schulz. 

Amato, V.: Sulla formula di De Moivre-Stirling e sua applicazione al calcolo 
della probabilitä di un dato scarto. Ann. Ist. Statist. Univ. Bari 23, 40—53 (1947). 

La formula di De Moivre-Stirling per il caleolo di n! e resa piu approssimata 
al valore esatto dall’aggiunta di un termine correttivo proposto dall’A. — Con 
tale formula piü esatta l’A. calcola delle espressioni piü approssimate di quelle 
comunemente in uso per la probabilitä di scarto assegnato nello schema di Ber- 
noulli. T. Salvemini. 

Arfwedson, G.: A probability distribution eonneeted with Stirling’s second 
class numbers. Skand. Aktuarietidskr. 1951, 121—132 (1951). 

Aus einer Urne, die N numerierte Kugeln enthält, wird n-mal (mit Zurück- 
legen) je eine Kugel gezogen. Verf. untersucht die Wahrscheinlichkeit F(N, n, v) 
dafür, daß v» verschiedene Kugeln erhalten werden. Die Verteilung steht in enger 
Beziehung zu den Stirlingschen Zahlen erster und zweiter Art. Berechnet werden 
die erzeugende Funktion dieser Verteilung und ihre faktoriellen Momente mit den 
asymptotischen Werten (n=cN, n— 0). Für die Stirlingschen Zahlen werden 
mittels einer komplexen Integraldarstellung asymptotische Ausdrücke = kn, 
n — oo) entwickelt. F(N,n,v) mitn=cN,v=kcN strebt nach der üblichen 
Transformation der Variabeln v mit N — 00 gegen eine Normalverteilung. 

G. Schulz. 

Sukhatme, B. V.: On certain probability distributions arising from points on 
a line. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 219—232 (1951). 

Bei m Punkten mit k Farben auf einer Geraden wird die Verteilung der An- 
zahl von 1. Verbindungen zwischen verschieden gefärbten Punkten, 2. Tripletten, 
Quadrupletten usw., 3. Iterationen von gegebener Länge in einer bzw. in zwei 
Farben besprochen. Die ersten vier Kumulanten erweisen sich linear in m. 
Die Verteilungen sind asymptotisch normal bzw. nach Poisson verteilt. Die be- 
nutzte Methode stützt sich auf einen Satz von Krishna Iyer (1949) über fak- 
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torielle Momente. Die Resultate sollen Beachtlichkeitsmerkmale zur Prüfung 
systematischer Abweichungen bei gegebener Verteilung von kranken Pflanzen 


in Reihen ergeben. T. Szentmärtony. 
Bose, R. C.: On a problem of two dimensional probability. Sankhyä 10, 13—28 
(1951). | 


Man betrachte die mit der Wahrscheinlichkeit p bzw. g=1-—p weißen 

bzw. schwarzen Quadrate, in welche ein Rechteck durch m oder n mit der einen 
oder der anderen Seite parallele Geraden geteilt wird. Verf. berechnet den 
Erwartungswert bzw. die Varianz (1) der Anzahl der weißen Flecke, (2) der 


Anzahl der in weiße eingebetteten schwarzen Flecke, (3) der Differenz von | 


(1) und (2) und schließlich die Kovarianz von (1) und (2). Weißer bzw.schwarzer 
Fleck wird dabei ein solches System von nur weißen bzw. nur schwarzen Quadraten 
genannt, bei welchem zwei Quadrate durch eine Kette von Nachbarquadraten 
mit gemeinsamer Seite bzw. (bei den schwarzen) mit gemeinsamer Seite oder 
Ecke verbunden werden können. Zum Beispiel ist der Erwartungswert von (3) 


gleichp +(m +n —2)pgq + (m — 1) (n — 1) (pq? — p?g). Verf. beweist und be- 
nützt die topologische Tatsache, daß (1) bzw. (2) gleich der Anzahl der weißen: 
Eck- bzw. Verbindungsquadrate (i, j) ist. Bei den ersten sind die Nachbar- 
quadrate (? — 1,7) und (fi, j — 1) schwarz, bei den zweiten weiß und ? — 1,57 —1) 
schwarz, wobei die nichtexistierenden Quadrate (0,0), (0,5), (,0) formal als 
schwarze betrachtet werden. T. Szentmärtony. 

Hammersley, J. M.: On a certain type of integral associated with eireular 
eylinders. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 210, 98—110 (1951). 

Ein botanisches Problem führt zur Berechnung von jr s(£)dE, wo £& die 
geeignet normierte Entfernung zweier Punkte eines stab- oder scheibenförmigen 
geraden Kreiszylinders ist, s(£) ein empirisches Absorptionsgesetz bezeichnet und 
f(&) die Wahrscheinlichkeitsdichte bedeutet, um zwei Punkte des Zylinders in 
der gegenseitigen Entfernung £ zu treffen. Letztere ist bei der Zylinderhöhe c von 
der Gestalt ce”! g(&) + ce”? h(£), wo g und h durch elliptische Integrale und elemen- 
tare Funktionen ausgedrückt werden können und für O0<£<1l0 vom Verf. 
tabuliert werden. T. Szentmärtony. 

Dugue, Daniel: Sur certains exemples de decomposition en arithmötique des 
lois de probabilite. Ann. Inst. Henri Poincare 12, 159—169 (1951). 

Verf. veranschaulicht an einer Reihe von neuen, einfachen Beispielen die 
von A. Khintchine, P. Levy, R. A. Fisher und ihm selbst entdeckten Zer- 
legungsmerkwürdigkeiten innerhalb des Halbkörpers der Zufallsveränderlichen. 
Wie z. B. die eventuelle Mehrdeutigkeit von X — Y bei unabhängigen X und Y. 
Oder bei X-+ Y= X’+ Y’ und unzerlegbarem X die Tatsache, daß X keine 
Komponente von X’ oder Y’ zu sein braucht. Oder daß bei der Zerlegbarkeit 
von X + Yin eine normal (oder nach Poisson) verteilte und eine andere Zufalls- 
veränderliche dieselbe Eigenschaft möglicherweise weder X noch Y zukommt. 
Diese Besonderheiten ergeben sich bei der Untersuchung der entsprechenden 
charakteristischen oder Momente erzeugenden Funktionen bezüglich Zerlegbarkeit 
in Faktoren. Dagegen lassen sich die Sätze über eindeutige Zerlegbarkeit auf 
folgende Vereinigung zweier Sätze von P. Lövy und Thoger Barg zurückführen: 
Die einzige Zerlegung von e? in das Produkt zweier Funktionen, die durch ihre 
im Anfangspunkt nichtnegativen Ableitungen bestimmt sind, ist e?2 e#=, Dieser 
Satz wird unmittelbar bewiesen. T. Szentmärtony. 

Gil-Pelaez, J.: Note on the inversion theorem. Biometrika 38, 481—482 (1951). 

Die P. Levysche Darstellung einer Verteilungsfunktion F(x®) durch ihre 
charakteristische Funktion o(t) bezieht sich auf die Differenz von zwei F-Werten 
in einem Stetigkeitsintervall. Sie enthält somit eine unbestimmte Konstante. Es 
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wird gezeigt, daß an einer (stillschweigend vorausgesetzten) Stetigkeitsstelle 
oo 


1 1 eitz o(—t) — e-itz oft 2 
F (x) St r( = ZB Onpeiser T. Szentmdrtony. 


Bergström, Haranı On asymptotie expansions of probability functions. Skand. 
Aktuarietidskr. 1951, 1—34 (1951). 


Es bezeichne P*»Q= [ P(E— a) d@Q(x) bei zwei über jeder Borelschen 
Rz 

Menge E des k-dimensionalen euklidischen Raumes R; definierten Wahrschein- 

lichkeitsmaßfunktionen P,Q, wenn E — x die aus E durch Verschiebung um 

— x entstehende Menge bedeutet. 2 handelt sich um die asymptotische Ent- 


wicklung der Faltungspotenz P*" — > ee mt ( Mn (PO) 
N 
DEE PP N 5% h ) ERFER as Q)*stix Q*#=s-1 bzw. ihrer Funktionen; 
u=s+1 


und zwar um we totalen Variationen V[p] und absoluten oberen Grenzen 


Sell] = Fup | o(E — z)|i in R,. sowie um ihre beschränkten linearen Transformierten 
TER; 


a(gp)- Als Vergleichsfunktionen gelten positive abnehmende Funktionen g(t) mit 
g(r/e) = Olg(n)] für jedes feste e >0. Eine besondere Rolle spielen dabei die 
Einkanten (B,): V[A®] <g(n) und (B,): lim V[P*r =» (P—Q)]=0. So gilt 


Nn—X 


z. B. bei a: ): 49 oder sogar w4W = Ol[g’(n)]. Ferner gelten bei (B,) und (B,) 
sowie Dort n)n <oo, Sg[lP] und 8z[Q] <u(E), SR[A%+P] <u(E) g,(n, s) 


bzw. der — — O[g,(n, s)] die Beziehungen Sy[r@+P?] <C u(E)g,(n,s) bzw. 
Du) — Ofg;( (n, s)]. Sodann erweisen sich (B,) und (B,) BOß nun und hin- 


reichend für V[A%] = O[g’(n)] und V[r“+®] = Ofg*+® (n)] mit D ger (n)in Zoo. 


Bezüglich zweier weiterer spezieller Sätze muß auf die Note selbst en werden. 
Der eine umfaßt die Edgeworthsche Entwicklung mit der Cramer- und Esseen- 
schen Abschätzung des Restgliedes. T. Szentmartony. 
Anderson, T. W.: The asymptotie distribution of certain characteristie roots 
and vectors. Proc. Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California Juli 31 
— August 12, 1950, 103—130 (1951). 
Es seien A, B zwei unabhängige so verteilte Stichproben-Kovarianzmatrizen, 


q 
wie die Summe Sy. y, bei unabhängigen, normal verteilten Vektoren yı, ..., Ya 
mit gemeinsamer Kovarianzmatrix. Hierbei seien die Mittelwerte der Vektoren 
im Falle A gleich Null. y,, bezeichnet die Transponierte von y,. Sieben recht um- 
ständliche Sätze beschreiben dann die asymptotische Verteilung der durch 
|B — 94A| = 0 definierten Eigenwerte p von B ‚‚in der Metrik von‘ A und der 
Eigenvektoren e mit Be = p Ac, wenn g— und die Mittelwerte der B defi- 
nierenden Vektoren sich in bestimmter Weise ändern. Sind die Wurzeln einer 
. determinierenden Gleichung alle einfach und von Null verschieden, dann ist die 
gesuchte Verbindungsverteilung normal. Beimehrfachen Wurzeln der determinieren- 
den Gleichung wird ihre asymptotische Verteilung mit Hilfe gleichmäßiger Vertei- 
lungen über orthogonale Matrizen und einer normalen ausgedrückt. T'. Szentmärtony. 

Zygmund, A.: A remark on characteristie functions. Proc. Berkeley Sympos. 
 math. Statist. Pechabley; California July 31 — August 12, 1950, 369—372 (1951). 


Pn(%) = [ertan( (t) seien die charakteristischen Hunktionen der Folge von 


Verteilungsfunktionen F„()(n=1,2,3,...). Dann strebt bekanntlich die Folge 


4 


{F „(t)} gegen eine Verteilungsfunktion F (t) in jedem Stetigkeitspunkt der letzteren, 
falls die Folge {p„(x)} in jedem endlichen Teilintervall gegen eine in x —0 stetige 
Grenzfunktion konvergiert. Die Forderung der Konvergenz in jedem endlichen 
Teilintervall kann bekanntlich nicht durch die Forderung der Konvergenz ledig- 
lich in einem festen Teilintervall ersetzt werden. Das ist jedoch anders, wenn man 
sich auf gleichmäßig nach oben oder unten beschränkte Verteilungsfunktionen 
beschränkt. Verf. beweist hierzu den Satz: Ist {F,(t)} eine Folge von Verteilungs- 
funktionen, die für £<0 sämtlich verschwinden, und konvergiert die Folge der 


Funktionen 9,(2) = [eixtdF„(t) (-0o <x < oo) in einem Intervallum 2 —= 0 
0) 


gegen eine für x — 0 stetige Grenzfunktion, dann gibt es eine Verteilungsfunktion | 


F(t), so daß in jedem ihrer Stetigkeitspunkte F,„(t) gegen F(t) strebt. Die Bedin- 
gung, daß F,„(t) für i < 0 verschwindet, kann, wie Verf. bemerkt, durch die schwä- 
chere Bedingung F„(t) = A e”’!!!fürt < t, ersetzt werden mit von n unabhängigen 
Konstanten {, und A >0, e> 0. Ferner kann der obige Satz auf den A; ausge- 
dehnt werden. J. Heinhold. 

Kinokuniya, Yoshio: Mean-value theorem and distribution densities. Ködai math. 
Sem. Reports 1950, 53—55 (1950). 

Neben einem kaum erwähnenswerten Satz über das © im Lagrangeschen 


Mittelwertsatz entlang (—00, +00) beschränkter, nichtnegativer, L-integrabler | 


Dichtefunktionen beweist Verf., daß die Folge ihrer sukzessiven Faltungen gleich- 
mäßig gegen Null strebt. T. Szenimärtony. 

Kozakiewiez, W.: On the necessary and suffieient conditions for the eonver- 
gence of a sequence of moment generating funetions. Ann. math. Statistics 22, 
478—480 (1951). 


Verf. verallgemeinert früher von ihm veröffentlichte Sätze für eindimensionale 


Zufallsveränderliche (dies. Zbl. 33, 72) auf solche für mehrdimensionale. Er be- 
weist so nach zwei Vorbereitungssätzen folgenden Stetigkeitssatz zwischen Ver- 
teilungsfunktionen Fy„(&], ..., %m) und den entsprechenden, für |t;| <a; existie- 
renden Momentenerzeugenden 9„(t, ..., tn). Notwendig und hinreichend für die 
Konvergenz der letzteren im angegebenen Bereich ist fin sup fi BR 
4122,20 
Kexp[— (t, 2, +: + 1m %)] mit einer Verteilungsfunktion F(%,,..., &m), die 
sich in ihren Stetigkeitspunkten als Grenzwert der ersten ergibt.- T. Szentmärtony. 

Udagawa, Masatomo: Some properties of asymptotie distributions. Ködai math. 
Sem. Reports 1949, 5—7 (1949). 

Die meßbare n-dimensionale Funktion z(t) des reellen t besitzt.nach Hart- 
man und Wintner eine asymptotische Verteilungsfunktion o(E), falls 
das 1/(2T)-fache Maß von H,I—-T<t<T,z(t)E E] bei jeder n-dimensionalen 
Borelschen Menge # für T — oo gegen eine Verteilungsfunktion p(E) strebt. Die 
meßbaren Koordinaten x(f), y(t) einer zweidimensionalen Funktion z(t) werden 


dann statistisch unabhängig genannt, wenn in jedem Stetigkeitsintervall 
@(a, b), R(c,d), $(a, b; c,d) bezüglich der asymptotischen Verteilungsfunktionen 


P 9 x von »(t), y(t), z(t) der Multiplikationssatz @(Q) py(R) = x(8) besteht. 
Schließlich strebt x,„(f) in relativem Maß gegen x(t): x,(t) {>} x(t), wenn 
Se! 

in zpmEBE,I-T<t<T,|x,(t) — z()| >e] = 0 ist. Verf. zeigt, daß 1. mit 
z(l) auch die stetigen f(z(t)) asymptotische Verteilungen besitzen, 2. bei der 
Unabhängigkeit von x(t), y(t) auch die stetigen f(x(t)), g(y(t)) unabhängig sind, 
3. bei unabhängigen %n, Yn und &,{—>}%, {>} y auch x, y statistisch unab- 
hängig sind, 4. wenn @, {>}0 und y„{>}Y, ferner die x, + y,„ asymptotische 
Verteilungsfunktionen besitzen, &, -+ Yn {>} y gilt. T. Szentmärtony. 
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Darling, D. A.: Sums of symmetrical random variables. Proc. Amer. math. 
Soc. 2, 511—517 (1951). 

Sätze von E. S. Anderson, P. Erdös und M.Kac .aus dem Jahre 1949 
werden — wie folgt — verallgemeinert. Es seien neben , =0, , = X, ++ 
+ X, Summen unabhängiger Zufallsveränderlichen mit gemeinsamer, bezüg- 
‚ lich des Nullpunktes symmetrischer Dichte. Dann ist 1. die Wahrscheinlichkeit 


dafür, daß S; die k + 1-ste unter den nach Größe geordneten Sen N Se 
@leich I u, u, Wr2j4, mit u = ar Ir über alle » von max(0, 57 +k—n) 


bis min(j, k) einschließlich. 2. Mit n — oo strebt die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß bi0 <a<lund O<Pß<1 der Zeiger des [na] -+ l-sten unter den nach 
ß 


Größe geordneten S,, S,,-.., S„ kleiner als nß sei, gegen N: ‚E)dE&. Hierbei 
; 2 F (Fe 
istıflo,.ß) = fall Zar Er — a ; a bzw. f(ß,« ) für BL —P)< bzw. 


>a(l — a) mit dem vollständigen elliptischen Integral erster Art F. Dieser Grenz- 
wertsatz wird mit Hilfe der Wienerschen Zufallsvorgänge interpretiert. 
T. Szentmärtony. 
„‚Kawata, Tatsuo: On the relative stability of sums of positive random vari- 
ables. Ködai math. Sem. Reports 1950, 113—116 (1950). 


N 

Die Folge Sn =ıN x) der Partialsummen von unabhängigen nichtnegativen 
ka 

Zufallsveränderlichen X, wird nach Chintchin (1936) bezüglich {A,„} relativ 

stabil und {X} selbst asymptotisch relativ gleichmäßig vernachlässigbar genannt, 

wenn bei n — oo die 8„/4 — 1 und X7/4A, für 1<k<n der Wahrscheinlichkeit 

nach — die letzteren gleichmäßig in k — gegen Null streben. Ve beweist, daß 


wenn X;. die Verteilungsfunktion F, (x) besitzt, dazu lim 5 f fortan dF;(x a) 
n>ok=1 
für jedes r >0 notwendig und hinreichend ist. Hieraus ann sich leicht die 
von A. Bobrow (1939) gegebenen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
oo N n e 

5 [ dF,(x) — 0 und e Ba fi x dF,(x) — 00 bei geeigneter {C'„ > 0}-Folge. Der 
F=1C, "10 

Beweis weicht bedeutend von jenem aaa bzw. K. Kunisavas ab, mit 


welchem letzterer 1949 die Porzenlepn, > Jen )—>0 und z > 
bei n — 00 gewann. k =) 
T. Szentmartony. 

Takahashi, Shigeru: On the asymptotie distribution of the sum of independent 
random variables. Proc. Japan Acad. 27, 393—400 (1951). 

Im Wahrscheinlichkeitsfeld des Systems Q von KElementarereignissen @, 
über deren vollständig additivem Teilmengenkörper F eine Wahrscheinlich- 
keitsmaßfunktion P definiert ist, werden bezüglich der unabhängigen Zufalls- 
veränderlichen X,(®), X3(®),...., für welche der zentrale Grenzverteilungssatz 


dF,(x (x) > oo 


| lim P(o 13 Kl (o)/n <a) = ll Je? du = G(a) besteht, folgende Verall- 
ee) 
{ en des letzteren bewiesen. — 1. Ist F der kleinste Borelsche Körper der 


Teilmengen [o; a < X;(®) a und wird dieser bezüglich P zu F ergänzt, dann 
ist für jedes E CF: lim P(H 3) X;(w) <a) = P(E)@(a). 2. Für jedes nichtnegative, 


No 
9(@) 


3% (o)|/Yn < g(o)) = ee [ e-"#P du P(do). 


Y2r 8 —4(0) 


- F-meßbare g(w) gilt ‚lim P(o 
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3. Ist N(w) nichtnegativ, ganzzahlig und F-meßbar sowie mit ‚dem ebenfalls 
nichtnegativen, ganzzahligen N„(®) = nN (wo) + Qn(®) gleichzeitig P-meßbar | 
und schließlich Q,(®) = O(Yn), dann ist UNE 
lim P(w| BE X;(o)|/Yn <a) = nn f. Js du Bao). 
"2 ao) T. Szentmdrtony. 
MeMillan, Brockway: Spread of minima of large samples. Ann. math. Statisties 
20, 444—447 (1949). | a 
L’A. dimostra due teoremi sul limite a cui tende la funzione cumulativa di | 
distribuzione Py(w) della dispersione dei minimi di un campione di valori in- | 
dipendenti, quando il numero dei casi osservati del campione tende all’infinito. — | 
Il primo di tali teoremi si applica alle distribuzioni con code algebriche, il secondo | 
alle code gaussiane. T. Salvemint. 
Kawata, T. and M. Udagawa: On the strong law of large numbers. Ködai 
math. Sem. Reports 1951, 7880 (1951). 
In Verallgemeinerung eines von H. D. Brunk (dies. Zbl. 30, 200) gefundenen 
Satzes wird von den unabhängigen Zufallsveränderlichen {X„}%_, mit den Mittel- 
werten Z(X,) =0 und Momenten bP — E(X,2) für irgendein g>2 das Ge- | 
setz P{(X, +: + X,)/?pn > 0} = 1 unter folgenden Bedingungen bewiesen: 
1. Yb@®ina?tt < oo mit m = noder2.a) 9 <Pa <.--undl <a <Pn,+1/Pn,<Pß 


für geeignete {n,}2,, b) inle) = PLX,L + EN EPn} > 0 mit n — co und 
3 ön,(E) <oo für ein e>0 oder 3. Bedingung 1. a) und 3 bOjperil <osE 


sowie nd? 1/p,2< Cj/ya®H oder 4. lim(p4ı —Pm)> 0, PrrilPn<R, 
jei ; : 
Db@mpe®tl <oo oder 5. Bedingung 1. a) und > (m/pn,)?? <oo 4 
i 
| 
| 
| 


I b@/p@l®*t <K. Ähnliche Sätze fanden auch unabhängig K.L. Chung (dies. 
; 


=1 
Zbl. 44, 137) und U. V. Prohorov (dies. Zbl. 40, 73). T. Szentmärtony. 

Itö, Kiyosi: On a formula eoncerning stochastie differentials. Nagoya math. J. | 
3, 55—65 (1951). | 

Einen früher (dies. Zbl. 39, 351) angegebenen Satz beweist Verf. in folgender 
erweiterter Gestalt: Es bezeichne £(t, ©), a(t, ) je einen n-dimensionalen, B(t, ©) 
einen nX r-dimensionalen Zufallsvorgang mit der Zeit- bzw. Zustandsveränder- 
lichen i bzw. & und Pß(t, w) eine r-dimensionale Brownsche Bewegung. Genügt 
&(t, w) der Gleichung d&/dt = a + Bdß/dt innerhalb einer endlichen Zeitstrecke 
und eines endlichen Bereiches des n-dimensionalen euklidischen Raumes und 
ist /(t, &) eine in diesen Bereichen stetige Funktion mit stetigen partiellen Ablei- 
tungen nach t sowie den Koordinaten & und &, &* von &, dann ist 

dfj/dt = fh } Ta ai F ala sBi B{ —+ Ta Bi dpijdt. 
T. Szentmärtony. 

Bartlett, M. 8.: The dual recurrence relation for multiplicative processes. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 821—825 (1951). 

Ein Hinweis auf die neueren Untersuchungen über zufällige Verzweigungs- 
vorgänge. Und zwar soweit sie sich auf die verschiedenen grundlegenden Funktional- 
gleichungen der Wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion G,„(z) in der n-ten 
Generation im unstetigen Fall oder G(t,z) zur Zeit t im stetigen Fall stützen. 
Das sind die dualen Gleichungen G,(z) = G,_ı (C(z)) bzw. G(G„-ı(z)) oder 


3 k ö 
Br @W,2)= (8 gm 2er G(t,z) bzw. g(G(t, z)) bei k verschiedenen Urahnen mit 
G(öt,2) —z = g(z)ö6t + o(öt). Es wird gezeigt, daß die zweite Variante im 
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stetigen Fall bei g(2(2)) = A(x) [z(0) — 2(x)] + 92(x)/0& durch Laplacesche Trans- 
formation erledigt werden kann. T. Szentmärtony. 

Harris, T. E.: Some mathematical models for branching processes. Proc. 
Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California Juli 31 — August 12, 
1950, 305—328 (1951). 

This is an expository paper which presents various known results and his own new results 
concerning branching processes systematically. The author is particularly concerned with the 
asymptotic behaviour of the system after a long period of time. — Consider a system of 
objects and suppose thateach object is transformed into r objects with probability p,,r=1, 2, ... 
in the next generation. This system is called a simple iterated scheme. We shall denote by 

2» the number of descendants of the n-th generation. Then {2,} is a Markov process depending 
on an integral parameter n. The author states various theorems of A. Kolmogorov, A.M. 
Jaglom and D. Hawkins with his own remarks concerning the asymptotic behaviour of 

2» and 2„/E(z.) for n> 00. — In $3 the author presents similar known properties of the multi- 
dimensional iterative scheme which concerns a system consisting of objects of different types, 

_ where the states of the n-th generation is expressible by the vector whose ö-th component 
is the number of the objects of the ö-thtype. — In $4 and $5 the author discusses the case of 

continuous time parameter in which each object is transformed into r objects with probability 
b,d,r=1,2,3,... and remains to be invariant with probability 1 — 3 b,dt after the time- 

_ elapse dt. According as b, is independent or dependent of the age of the object (= the period 
in which it has remained to be invariant), the system will be called age-independent or age- 
deperdent respectively. In the former case the number z(t) of the descendants of the n-th 
generation at time point {is a Markov process. In the latter case, if z(t, x) denotes the number 
of the descendants of the generation with age < x, then the infinite-dimensional vector z(t) = 
(2,2) 0 <x<oo) is a Markov process. The author states various results of W.Feller, 

 D.G.Kendall and proves his new interesting results for these processes. — In the last $ 
an introductory exposition is given to a mathematical scheme of mutations. K. Itö. 

Levy, Paul: Processus de Markoff. Cas denombrable. C.r. Acad. Sci., Paris 

232, 1803—1805 (1951). 

Mehrere Bemerkungen und Zusätze betreffend verschiedene Typen von Mar- 
koffschen Prozessen [im Sinne von früheren Noten: C. r. Acad. Sci, Paris 231, 
467—468, 1208—1210 (1950) und dies. Zbl. 42, 377]. I. Typus: die Eigenschaft, 
durch die A, und p,,. bestimmt zu sein, gilt auch in anderen Fällen (Gegenbeispiel: 
III. Typus). V., VI. und VIII. Typus: Vervollkommnungen der Definitionsbedin- 
gungen und Entwurf allgemeiner Konstruktionsmethoden (für VII: mittels Doob- 
scher Spezialfälle). B. de Finetti. 

Rosenblatt, M.: On a class of Markov processes. Trans. Amer. math. Soc. 
71, 120—135 (1951). 

Es sei V(t, x) eine Borel-meßbare Funktion von t>0 und des Vektors &(t) 
mit rn in t= 0 verschwindenden Koordinaten x;(t) als Elementen unabhängiger 
Wienerscher Räume. V sei allgemein beschränkt in jeder endlichen euklidischen 
Kugel im Raume der t, x. Das Studium des Markovschen Vorganges (x(t), y(t)) 


t 
mit y(t) = [ V(r, &(t)) dt führt Verf. auf jenes von gewissen Differential- und 
0 


Integralgleichungen zurück und gewinnt so folgende Verallgemeinerungen von 
Sätzen, die M. Kac für eine Dimension fand (dies. Zbl. 33,193; 32, 35). 1. @(t, x) = 
(2rt) "RE {e-wr@|x(t) = x} e=*?! genügt der Gleichung 


t- © 
at) =uf [CE %1 Vw9)Qm HdEdr = 00,0; m, 1) 
0 —o 
mit O(&T;3,1) = Brlt — 7]? exp(— |x — E]?j2(t —T)). 2. Es gilt 4Qj2 — 
09/9 — uVQ =0 in allen (f, x)+(0, 0), in welchen V eine Höldersche Bedingung 
erfüllt. Der Fall eines unbeschränkten V fordert allerdings zusätzliche Bedingungen. 
-3. Erfüllt V(t, x) = V(x)<0 eine gleichmäßige Höldersche Bedingung außer in 
einer gewissen Menge 8, dann genügt die Laplacesche Transformierte q(x, s) 
“von Q(t, x) in t der Gleichung 4g/2 —[s + wV(x)]q = 0 in allen x + 0 außer- 
‚halb 8 und erfüllt einige andere Bedingungen. T. Szentmärtony. 
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Kendall, David G.: Some problems in the theory of queues. J. Roy. statist. | 


Soc., Ser. B 13, 151—185 (1951). 


N . . . . . . . cc | 
The situation considered in this paper is that of a series of „customers 


queuing up at a single counter and awaiting their turn to be served. Arrivals 


in time t are assumed to follow a Poisson distribution of mean t/a and the time | 
while a particular customer is being served has a distribution of mean b. The | 


„traffic intensity‘“ b/a is denoted by o. The stochastie process describing the 


change of queue size is not Marcovian (unless the service time has a negative | 


exponential distribution), but it is „regenerative“ (Palm: ‚mit begrenzter Nach- | 
wirkung‘), i. e. it has points where the past history of the process is irrelevant | 


to predietion. (For a Markov process, every point has this characteristie.) These 


points are those were individual customers depart and by considering these, the 


author can work with an enumerable Markov chain, which is irredueible and 
aperiodic. Its states are ergodic, transient, or recurrent-and-null, dependent on 


whether o is <1, >1 or =1. (For terminology, see Feller, this Zbl. 39, 133.) 
A great number of extremely interesting remarks is spread throughout the paper. 
There is also an extensive bibliography. St. Vajda. 


Bellman, Richard and Theodore Harris: Reeurrence times for the Ehreniest 


model. Pacific J. Math. 1, 179—193 (1951). 

Kugeln in zwei Urnen wechseln diese voneinander unabhängig während der 
kurzen Zeit At mit der Wahrscheinlichkeit At/2 + o(At) [kontinuierliche Betrach- 
tung des Ehrenfestschen Modells von A. Siegert. Phys. Review, II. Ser. 70, 
449 (1946)]. Es bezeichne als Zustand des Systems x(t) die Anzahl der Kugeln 
in der ersten Urne im Zeitpunkt t und L;z die erste Durchgangszeit (inf £ bei 
&(t) = k, falls x(0) =j) vom Zustand jzu k # j sowie L;, die Wiederkehrzeit 


des Zustandes k (inf i bei x(t) = k, falls x(0) = k). Entsprechend den bei der ) 


unstetigen Behandlung des Modells von M. Kac gewonnenen Ergebnissen (dies. | 


Zbl. 31, 226) wird folgendes gezeigt. 1. Bei N— 0, k/IN <A, <1 strebt die Ver- 


teilungsfunktion von Lyx/E (Lyx) gegen die exponentielle 1 — e”*%. 2.Bei N— | 
und %/ NA <Tist im sup| P{Iy; >uwE(Lyr)} — Aer’%| = 0. Nach der Be- | 


Now u>a 


merkung, daß (z(t) — N)/YN für N — 00 einen stationären Gauß-Markovschen 
Vorgang z(t) mit Efz(t)] =0 und Efz(s) z(s + t)] = 1/2elt! annähert, wird bei | 


(k — N)/VN — -—- &,<0 die Laplacesche Transformierte für die Grenzverteilung | 


von Lxy; mit Siegerts Resultat übereinstimmend berechnet. 
T. Szentmärtony. 
Takäcs, Lajos: Oceurrence and coineidence phenomena in case of happenings 


with arbitrary distribution law of duration. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 2, 


275—298 (1951). 


Verf. beschäftigt sich mit folgendem Problem, welches z. B. in der Theorie des Geiger- | 


Müllerschen Zählrohres von Bedeutung ist: Die Ereignisse eines Poissonschen stochastischen 


Prozesses mit der Dichte » >0 sind die Anfänge von Geschehen, deren Zeitdauer unabhängige | 
zufällige Veränderliche mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion H(x) sind, wobei H(0)=0 
5 


und [2 dH (x) = x endlich ist, ausgenommen solche Ereignisse, welche in Zeitpunkten statt- | 


finden, wo ein Geschehen, von einem früheren Ereignis angeregt, noch im Gange ist. Ohne 


die letzte Voraussetzung wurden solche, durch Ereignisprozesse generierte sekundäre Ge- 


schehensprozesse in einer Arbeit [Publ. math. 2%, 66—73 (1951)] des Ref. betrachtet. Der 


Anfangspunkt des Prozesses sei der Zeitpunkt £ = 0. Es sei 7, = 1, wenn im Zeitpunkt t>0 
ein Geschehen im Gange ist, und 7; = 0, wenn nicht. Der stochastische Prozeß {n} ist nicht 
vom Markoffschen Typ (ausgenommen den Fall, daß H(x) = 1 — e-2 für &> 0 ist), darin 

liegt die Schwierigkeit des betrachteten Problems; es sei aber &, = 0, wenn m — 0 unde® | 


gleich der Zeitdauer, seit dem das eben sich im Laufe befindende Geschehen im Gange ist, 
im Falle, daß 7, = 1; {&} ist schon ein Markoffscher Prozeß; d.h. durch Übergang vom 
Prozeß {n.} zum Prozeß {£,} kann der Prozeß in einen Markoffschen verwandelt werden; 
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dasist der Grund dafür, daß die Behandlung des Prozesses doch durchführbar ist. In der Tat ist 


y 1 
ft) = u Var: >0|& = 0) 


' die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß ein Geschehen im Zeitpunkt t anfängt, und es ist 


wegen des Markoffschen Charakters des Prozesses 


1-2 76, >08 = 09 =- fi) - Hu w)an, 


und darum ist /(t) die einzige meßbare und beschränkte Lösung der Integralgleichung 


a) fa = p— pSfe— (1 — Hay) da; 


aus (l) kann f(t) durch Benützung der Laplace-Transformation gefunden werden. Durch 
Anwendung eines Satzes von R. E. A. C. Paley und N. Wiener (Fourier transforms in the 
complex domain, New York 1934, dies. Zbl. 11, 16; p. 59 der Arbeit, Satz 17) vom Mercer- 


schen Typ beweist Verf., daß lim f(t) = — ist. Dies kann für den Fall ap< lelementar 
1> © l+ap 
folgenderweise bewiesen werden: Es sei f(u) — er = D(u), dann ist nach (1) 
In 
(2)*’ D(u) = —p [D(x) (1 — Hu — 2)) de; 
1) 


es sei lim |D(w)| =D, dann ist nach (2) D<apD, d.h. (wegen &p<1)D=(0; es wäre 
u>o 
wünschenswert, den Beweis für &p> 1 auch elementar zu führen. Bezeichnet m(t) die mitt- 


t 
lere Anzahl von Geschehen, die im Intervalle (0,t) anfangen, so ist m(t) = [fu) du, und 
v0 


t 
bezeichnet r(t) die mittlere Dauer von Geschehen im Intervall (0, t),soist 7(t) = Ih- - du; 
0 


d.h. m(t) und r(t) können mit Hilfe von f(t) leicht berechnet werden. Verf. bestimmt auch die 
Wahrscheinlichkeit W(t,n) (n= 0,1,2,...) dafür, daß im Intervalle (0, t) genau n Geschehen 
ihren. Anfang haben, ferner die Verteilungsfunktion @(t, z) des Teiles des Zeitintervalls (0, t), 
in welchem ein Geschehen im Gange ist. Die Grenzwerte dieser Größen für den stationären 
Fall, ferner die Lösung einiger - Koinzidenzprobleme für den Fall, daß mehrere sekundäre 
Geschehensprozesse vom betrachteten Typ unabhängig voneinander im Gange sind, werden 
auch gegeben. Das behandelte Problem kann auch in folgender Form charakterisiert werden: 
Es seien &1, &3, ---, &n, ... unabhängige, positive zufällige Veränderliche mit der gemeinsamen 
Verteilungsfunktion H(x) und 71, 7g> »--» 7a, ... voneinander und von den &, unabhängige 
zufällige Veränderliche mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion 1 — e”?*; nehmen wir an, 
daß „Pausen‘‘ und ‚„‚Geschehen‘‘ wechselnd nacheinander folgen; die Pausen haben die Zeit- 
dauer 71; 7g> -.., die Geschehen die Zeitdauer £&,, &3, .... Es wird gefragt nach der Verteilung 
und dem Mittelwert der Anzahl der Anfänge von Geschehen, der Verteilung und dem Mittel- 
wert der totalen Dauer der Geschehen im Zeitintervall (0, t) usw. In dieser Formulierung 
ist es klar, daßes sich um eine Verallgemeinerung des bekannten Erneuerungsproblems handelt. 
In dieser Weise kann das Problem etwas einfacher behandelt werden; z. B. kann f(t) gefunden 
werden als die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, daß im Zeitpunkte t ein Geschehen anfängt; 
da dies das erste, zweite, ..., n-te, ... Geschehen sein kann, ist, wenn $(s) die Laplace-Transfor- 
p 
PS 
die Laplace-Transformierte von H(x) der Exponentialverteilung mit der Verteilungsfunk- 
tion 1— e?! ist, 


mierte von f(t), y(s) die Laplace-Stieltjes-Transformierte von H(x) bedeutet, und da 


3  Pa-— + . \rto + ( ? ro + £ 


p+s '\p+s P+ P+s—py(e)’ 
und das ist äquivalent mit (1). Diese Behandlung kann auch im Falle, wenn die „Pausen“ 
beliebige, nicht exponentielle Verteilung haben, angewendet werden. A. Renyi. 


Blanc-Lapierre, Andre: Etude de quelques modöles statistiques relatifs ä des 


- problömes de bruit de fond. Revue sci. 89, 139—150 (1951). 


Es bezeichne X(t) einen Zufallsvorgang, der durch Summation von Störungen 


“ entsteht, die in den zufälligen Zeitpunkten ..., t;, ... eintreffen und nur von 


„..,t-—t;,.... abhängen. Dabei seien die t; nach Poisson verteilt. D. h. die 
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Wahrscheinlichkeit, innerhalb (£, £-+ At) unter diesen Punkten N =n zu finden, 

sei (in getrennten Intervallen voneinander unabhängig) P(N = n) = c + Ar/n! mit 

j t+4t 

A= /[ e(6) d0. Dann ist, je nachdem o(0) eine Konstante ist oder nicht, X (t) 
t 


stationär oder nicht. Die Störungen selbst können auch sicher sein oder nicht 
sowie sich als vergänglich erweisen oder nicht. Verf. betrachtet unter den so sich 
ergebenden acht Möglichkeiten vier einfache stationäre und eine nichtstationäre. 
Und zwar im Lichte der Khintchin-Crame6rschen Theorie der stationären Vor- 
gänge bzw. deren vom Verf. herrührenden Verallgemeinerung auf nichtstationäre 
Vorgänge. Die Beispiele vertreten die Grundgeräusche in elektrischen Einrich- 
tungen mit gleichmäßigen Spektren (Wärme- und Schrotteffekt) und die Szintilla- 
tionseffekte mit ungleichmäßigen Spektren. T. Szentmärtony. 


Ramakrishnan, Alladi: Some simple stochastie processes. J. Roy. statist. Soc., 
Ser. B 13, 131—140 (1951). 

Die von Bellman, Harris und C. Palm bei der Untersuchung stochasti- 
scher Prozesse eingeführte Methode der Regenerationspunkte wird auf einige 
einfache Prozesse angewendet. Unter anderem gibt Verf. eine vereinfachte Dar- 
stellung des Schwankungsproblems der kosmischen Strahlung, das bereits von 
Janossy in dieser Weise behandelt worden war. Weitere Hinweise betreffen einen 
Prozeß, der auf die Pascalsche Verteilung führt, den von Kendall untersuchten 
Prozeß ‚Geburt-Tod-Einwanderung‘, Kaskadenprozesse sowie die Theorie der 
Registrierinstrumente, die nach Registrierungen kurze Zeit gesperrt sind. 

@G. Schulz. 

Yosida, Kösaku: Integration of Fokker-Planck’s equation with a boundary 
condition. J. math. Soc. Japan 3, 69—73 (1951). 

Es wird die Ausgangs(forward)-Diffusionsgleichung Of (x, t)/dft=Af(x, t) mit dem 
räumlichen Differentialoperator Yg (x) Af=0°/Vg (x) bü(x)/dxidxi Of Vg(x)ai(z)/dx 
betrachtet. Und zwar in einem zusammenhängenden Bereich R eines n-dimen- 
sionalen orientierbaren Riemannschen Raumes mit der Metrik s? = g;;(x) x x 
sowie g(2) = Det[g;;(®)] bei 67 &&; >0O und sich gemäß a(&) = at (x) IE'/dx" + 
bEs (x) O22'/9x" 0x° transformierendem ai(x). Auf dem Rand von R ist 


{Vs («) BY (@) Of/0=) + [OVg(e) B"(z)/dw — Vgl) ala] F(x)} cos(n, =‘) = 0. Verf. | 
sucht notwendige und hinreichende Bedingungen für die stochastische Lös- | 
barkeit dieser Randwertaufgabe. Das heißt Existenz einer einparametrigen Halb- 
gruppe von Übergangsoperatoren 7; mit der Eigenschaft 7, = I, T, T,; = Tyı,, | 


der starke Grenzwert lim T,/= T,f, lim [(Ty4s — Tı)/ö]f = A Tıf, wobei I 
6—0 


t>to 


den Identitätsoperator und A die kleinste abgeschlossene Erweiterung von A 


bezeichnet, so daß bei über R integrierbarem f mit der Norm S\r@)| dx die ' 
R 


Funktion (®, = Tı /(®) der Gleichung und Randbedingung genügt. Notwendig 
und hinreichend hierfür ist nach der Halbgruppentheorie, daß die Resolventen 
(I — m? 471)71 für m >0 als Übergangsoperatoren existieren sollen, wobei 
dann T,/ = lim (I — m=1t A)=mf ist. Diese Bedingung ist aber damit äqui- 


MIO 
valent, daß die mit dem Adjungierten A’ = bÜ(«) 02/0xi dx) + ai(x) d/o=i 
von A gebildete Gleichung A’h(x) = mh(x) außer der identisch verschwin- 


denden keine solche TOEBRE h(x) in R besitzen soll, welche der Bedingung 


un N Vg (x) bö(x) f(x) I 008 (n, x’) dS, = 0 genügt an den Rändern $}, einer R 
>00 8, | 


von Innen monoton wachsend annähernden Folge von Bereichen R;. Diese Be- | 


dingung ist bei kompaktem R erfüllt. T. Szentmärtony. 


sl 


Yosida, Kösaku: Integrability of the backward diffusion equation in a compact 


Riemannian space. Nagoya math. J. 3, 1—4 (1951). 


In einem orientierbaren, kobtpskten Riemannschen Raum von der Dimension 
>2 betrachte man für £>0 die Eingangs- (backward-) Br 
ft, x) = Aflt,x) mit dem Differentialoperator A= br) faizi + a(x) fe: bei 

‚653 x,%;>0 und dem für —7 gemäß al(x) = Xi: at (x) ie x. b"i(x) sich trans- 
formierenden a;. Dual zu der vom Verf. früher (vgl. dies. Zbl. 40, 218 u. 355 sowie 
vorangehendes Referat) aufgestellten Ausgangs- (forward-) Gleichung wird nun die 
stochastische Integrabilität der Eingangsgleichung mit Hilfe der Theorie der Halb- 
gruppen gezeigt. T. Szentmärtony. 

Goldstein, S.: On diffusion by diseontinuous movements, and on the telegraph 
equation. Quart. J. Mech. appl. Math. 4, 129—156 (1951). 

Überlegungen von G.I. Taylor (1921—22) sowie von J. Wishart und 
H.O. Hirschfeld ergänzend, wird die Bewegung einer Schar unabhängiger Teil- 
chen auf der x-Achse betrachtet. Diese Teilchen gehen bei 2t=0 von x=0in 
gleicher Anzahl nach rechts und links mit der Geschwindigkeit v aus und behalten 
bzw. wechseln die Richtung in den Zeitpunkten £—= nr mit den Wahrscheinlich- 
keiten p bzw. g=1— p. Das Teilchenzahlverhältnis y(n,») in =»vvr bei 
t ="nt liefert die Lösung einer Differenzengleichung, und ihr asymptotisches Ver- 
halten für große n wird sowohl bei festem p/g, als auch bei festem ng/p ermittelt. 
Durch Grenzübergang n — ©, T>0 (nr=t) sowie v>Xx(vvr=x) und 
e—1(r/(l —c)=4) wird die Dichte der stetigen Verteilung und ihre charakte- 
ristische Funktion bestimmt. Erstere genügt der Telegraphengleichung mit LO =v2, 
L/R = A und ohne Ableitung. Läßt man aber p+g <1 zu, also Teilchen ent- 


weichen, so erscheint die vollständige Telegraphengleichung mit der Ableitung 


ee - imrii- Do —g.: T. Szentmärtony. 

Good, I. J.: Random motion on a finite Abelian group. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 47, 756—762 (1951). 

Das Problem der Irrfahrt mit absorbierenden Punkten wird auf endliche 
Abelsche Gruppen verallgemeinert. Dabei wird die Gruppe als direktes Produkt 
von zyklischen Gruppen dargestellt. Demgemäß werden endlich dimensionale 
diskrete Fouriersche Transformierte herangezogen. So wird zunächst die erzeu- 
gende Funktion der Absorptionswahrscheinlichkeiten und dann der Erwartungs- 


; wert und die Streuung der Absorptionszeit berechnet. T. Szentmärtony. 


Benson, F. and D. R. Cox: The productivity of machines requiring attention 


at random intervals. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 65—82 (1951). 


Statistische Untersuchung der Wirksamkeit von N Textilmaschinen, die unter 
der Obhut eines Wärters stehen und von Zeit zu Zeit wegen eines Defekts im Roh- 
material oder wegen der Beendigung eines Teilprozesses solange aussetzen, bis 
der Wärter sie von neuem betriebsbereit gemacht hat. Unter der Annahme, daß 
im Mittel y Maschinenstops in der Zeiteinheit stattfinden und im Mittel die Zeit 1/c 
zum Herstellen des betriebsbereiten Zustandes einer Maschine benötigt wird, 
leiten die Verff. für die Wahrscheinlichkeit P(n, t) dafür, daß n Maschinen zur 
Zeit t in Ruhe sind, die bereits von Feller und Palm angegebene Formel 

N! ar .. N! 
ER De N ni N)! 
auf neuem Wege als Lösung eines Systems von Differentialgleichungen ab. Hieraus 
wird der Verfügbarkeitsfaktor (machine availability) für die N Maschinen 


Pine a, En 


|- (F(x, N) —1)/N x: F(x, N) abgeleitet. Verschiedene Verallgemeinerungen, die den 


Fall einer konstanten Bedienungszeit der Maschinen, mehrere Wärter, mehrere Arten 
-der Betriebsunterbrechung und Wärter, die nur bestimmte Unterbrechungen beheben, 
‚ betreffen, schließen sich an. Die Arbeit schließt mit einigen Tabellen. H.Bückner. 


Zentralblatt für Mathematik. 45. 6 


Pollaezek, F.: Problömes de ealeul des probabilites relatifs a des systemes tele- 
phoniques sans possibilit6 d’attente. Ann. Inst. Henri Poincar& 12, 57—96 (1951). 
Betrachtet wird der Fall, in welchem Anrufe in eine Zentrale gemäß eines 


Poissonschen Vorganges einlaufen und dort — falls sie nicht mangels freier Linie 


und Wartemöglichkeit abgewiesen werden — je eine Linie während einer irgendwie | 
verteilten Zeitspanne besetzen. Besondere Beachtung findet dabei die Möglichkeit, 
daß jeder Anruf während einer irgendwie verteilten Orientierungszeit alle freien | 
Linien blockiert. Den 1932 eingeschlagenen Weg mit Hilfe einer Operatoren- 
rechnung (dies. Zbl. 33, 386) wesentlich abkürzend, führt nun Verf. — wie im Falle 
einer Wartemöglichkeit (dies. Zbl. 33, 3836—387) — die Berechnung der Wahrschein- 


lichkeit dafür, daß bei einem Anruf unter s Linien a =]1,..., s besetzt gefunden 


wird, auf die Lösung eines Systems inhomogener linearer Integralgleichungen | 


zurück. Bei beliebig verteilter Orientierungs- und exponentiell verteilter Beset- | 


zungszeit wird dieses System auch gelöst. Abschließend findet die Untersuchung | 


des asymptotischen Verhaltens der genannten Wahrscheinlichkeiten unter der 


Bedingung statt, daß bei festgehaltener Anrufdichte n/7T die während 7 sich 


zeigende Anrufszahl n > © geht. T. Szentmärtony. 
Nash, John: Non-cooperative games. Ann. of Math., II. Ser. 54, 286—295 
(1951). 


Gegenüber den bisherigen Betrachtungen werden Spiele zwischen n Spielern 
nicht unter Berücksichtigung ihrer möglichen Kooperationen, sondern ohne jede 
solche betrachtet. Dies führt zu folgender Verallgemeinerung der Lösung von 


Zwei-Personen-Spielen mit insgesamt Nullgewinn. Man betrachte bei jedem Spieler | 


seine mit den Koeffizienten c;. (% ci = 1) und seinen reinen Strategien 7, 


gemäß 5; = D c;,%i. gebildeten gemischten Strategien sowie seine Auszahlungs- 


funktionen 9;(81, -.:, 9). Ein (s1, ..., $)-Aggregat ist ein Gleichgewichts- 


punkt, wenn für jedes 3: 9,(&,...: &%) > Dil en ss Sa 


alle Strategien s; des i-ten Spielers. Der erste Satz besagt nun, daß jedes endliche 


Spiel mindestens einen (der zweite Satz, daß es sogar genau einen „symmetrischen‘‘) 
Gleichgewichtspunkt besitzt, was Verf. jetzt einfacher beweist, als dies früher | 
(dies. Zbl. 36, 11) geschah. Die Menge der Gleichgewichtspunkte bildet dann | 
unter gewissen Bedingungen eine gewöhnliche, unter anderen eine strenge 
Lösung eines Spieles. Eine wichtige Rolle spielen auch gewisse Teilmengen der | 
Gleichgewichtspunkte als Teillösungen. Schließlich ist min bzw. max 9; (1, ...,$n) | 
mit den Gleichgewichtspunkten s,,..., s„ die untere bzw. obere Bewertung des | 
Spieles für den i-ten Spieler. Die eingeführten Begriffe werden zum Schluß an | 


einfachen Beispielen veranschaulicht. T. Szentmärtony. 


Robinson, Julia: An iterative method of solving a game. Ann. of Math., II. Ser. | 


54, 296—301 (1951). 


Bei einem endlichen Zwei-Personen-Spiel zahlt 2 an 1 das Element a;; einer | 


mxn Matrix aus, wenn 1 die i-te Zeile A,. und 2 die j-te Kolonne A.; wählt. Geschieht 
dies mit der Wahrscheinlichkeit x; bzw. y;, dann umfaßt das Intervallmin ) a; &;, 


5 / 7 
max D, aj; y; die Erwartung 3 a;; 2%; y; von l, und nach dem Minimaxsatz der 


% 
Spieltheorie stimmen für gewisse, als Lösungen (X, Y) des Spieles genannte | 


X = (2%, .2.., %,) und Y = (Yı, ..., %n) diese drei Werte sogar überein und liefern 
die Bewertung (value) v des Spieles. Verf. bestätigt die Vermutung von G. W. 
Brown (1949), nach welcher v durch eine solche Iteration gewonnen werden kann 
bei welcher jeder Spieler die beste reine Strategie gegenüber der akkumulierten 
gemischten Strategie seines Partners anwendet. Zu diesem Zweck wird ein System 
von n- bzw. m-dimensionalen Vektoren [U (0), V (0)], [U(1), V(1)], ... so gewählt, 


a nn nn 
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daß. minU(0) = maxV(0) und bei maxV(t) =v;(t), minV(t) = u;(t) iterativ 

Ut+1)=Ul() +4;,.und U(t+1)=V(t) + A.; wird. Unter min bzw. max 

eines Vektors wird dabei seine kleinste bzw. größte Koordinate verstanden. Dann 
wird noch gezeigt, daß » = lim min (t)/t = lim max V (t)/t für — 0 ist. 

T. Szentmärtony. _ 

Krentel, W. D., J. C. €. MeKinsey and W. V. Quine: A simplifieation of games 


in extensive form. Duke math. J. 18, 885—900 (1951). 


Die Matrix eines Zwei-Personen-Spieles mit dem Gesamtgewinn Null besitzt 
in ihrer ursprünglichen ausgedehnten Gestalt oft eine so große Zahl von wieder- 
holten Reihen und Kolonnen, daß bereits ihr Aufschreiben Schwierigkeiten be- 
reitet. Um diese Zahl vom Anfang an zu reduzieren, transformieren die Verff. 
das Spiel bei einer Klasse von Spielen. Und zwar so, daß die Anzahl der von den 
Spielern anwendbaren Strategien durch Ausschaltung nutzloser Informationen 
über den Ausgang möglicher Schritte vermindert wird. T. Szentmärtony. 

Barnard, 6. A.: The theory of information. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 
46—59 and discussion 59—64 (1951). 

Nach dem Shannonschen Hauptsatz (1948) der Informationstheorie kann die ‚„Über- 
mittlungskapazität‘ einer nachrichtentechnischen Einrichtung durch einen geeigneten Zeichen- 
kodex vollkommen ausgenützt, wenn auch nicht überlastet werden. Nach Schilderung dieser 
Theorie und der Beziehung ihres „Informationsbetrags“ zur ‚„‚Informationsgröße“ von R.A. 
Fisher gibt der Vortrag eine abstrakte Verallgemeinerung der Theorie. Diese umfaßt neben 
der Informationstheorie (a) die Wahrscheinlichkeitslehre (b) sowie eine Schwierigkeitstheorie (c) 
der durch Rechenmaschinen zu lösenden Probleme. Die Elemente z, y,z,... sind (a) Nach- 
richten, (b) Sätze, (c) Probleme. Zwischen diesen werden folgende vom Ref. in der Bezeichnung 
modifizierte und in der Deutung berichtigte Beziehungen definiert. 1. x C y mit der Bedeu- 
tung y enthält x bei (a), aus % folgt x bei (b), und mit y wird x gelöst bei (c). DasdurchzC x, 
zC yundausu(C«,u(C yfolgtu(C z definierte z= x ybedeutet dann die längste x und y gemein- 
same Nachricht (a) oder das Bestehen (b) bzw. die Lösung (c) von x und y. 2. x||y als Beziehung 
der Unverbundenheit oder Unabhängigkeit von x und y. 3. Wird unter H ein Gegenstand (a) 
bzw. eine statistische Hypothese (b) oder eine Rechenmaschine (c) verstanden, so bedeutet 
|«|>|y|; H, daß x mindestens soviel Information über H enthält wie y (a) bzw. x mindestens 
so unwahrscheinlich bezüglich Hist wie y (b) oder x mindestens so schwer wie yist mit A (c). 
Dann wird gezeigt, daß jedes zulässige H für alle zulässigen x bzw. y im wesentlichen eindeutig 
eine skalare Funktion i(z) bzw. i(y) definiert, so daß |2|>|y|; H zu i(x) > i(y) führt oder 
umgekehrt außer bei i(x) = i(y) = 1 oder © sowie x||y auf i(xy) = i(x) i(y). Nun kann 
logi(x) bei (a) als Informationsbetrag in x, bei (c) als Schwierigkeit von x und bei (b) i(x) 
selbst als Maß der Unwahrscheinlichkeit von x, genauer als reziproker Wert der Wahrschein- 
lichkeit von x betrachtet werden. So ergibt sich die Theorie der Information bzw. jene der 
Schwierigkeit der mit einer Rechenmaschine zu lösenden Probleme. Um bei (b) einen weiteren 
Ansatz zur Wahrscheinlichkeitslehre, insbesondere den Additionssatz zu gewinnen, wird zu- 
nächstz=z2&®ydurchzC2,yCzundausxz (Cu, yC wfolgt zC u definiert, ferner die Beziehung 
der gegenseitigen Ausgeschlossenheit zweier Sätze eingeführt. T. Szentmdrtony. 


Statistik: 


eRosander, A. C.: Elementary prineiples of statisties. New York: D. Van 
Nostrand Company, Inc., 1951, V, 693 p. 

Dies ist ein ziemlich wertvolles Buch, wenn auch nicht von dem Standpunkt des Mathe- 
matikers. Obgleich es in die große Reihe der Statistikbücher gehört, in denen mathematische 
Ableitungen und Beweise unterdrückt werden, erkennt der Leser, daß dem Verf. die mathe- 
matische Denkweise geläufig ist, und dies ist wohl der entscheidende Punkt. Es wird immer 


" wieder betont, daß in der Statistik, einer Wissenschaft, die sich an so viele Nicht-Mathe- 


matiker wendet, die mathematischen Beweise unterbleiben sollen; unerträglich wird dies erst, 
wenn die Darstellung erkennen läßt, daß der Lehrer oder Autor die mathematischen Ge- 
danken selbst nicht übersieht. (Der Referent kann allerdings nicht glauben, daß jemand, ohne 
die mathematischen Begriffe, etwa den Sinn von „Verteilung einer Statistik‘ versteht.) Wenn 
nun Verf. sagt, daß er mehr Wert auf Begriffe und Voraussetzungen legt als auf Formeln 
und Ableitungen, so müssen wir doch anderseits auf so unvollkommen durchdachte Er- 
klärungen wie die der „Prinzipien der Wahrscheinlichkeit‘“ hinweisen. Auch scheint es nicht 
durchführbar, auf ‚„‚Formeln‘ zu verzichten. Diese sind ja vielmehr das, was einem ‚Forscher‘, 
der auf die Ableitungen (d.h. auf die Zusammenhänge) verzichtet, „gebrauchsfähig‘‘ gereicht 
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wird. — Der reiche Inhalt geht über das Übliche hinaus (s. das ausführliche Inhaltsverzeichnis). 
Erwähnt seien Ausführungen über „stratified random sampling‘, oder „analysis of variance“, 
oder „testing of hypotheses“. (Ref. zweifelt, ob dieser Neyman-Pearson-Theorie dauernde 
Bedeutung bleiben wird und ob sie in dem Sinn zur „elementaren“ Statistik gehört.) Alles 
in allem, ein interessantes Buch, weit über dem Niveau der so zahlreichen unbefriedigenden 
„elementaren“ Bücher, reich an Anregung für Lehrer und Praktiker. H. Geiringer. 

y Buckland, William R.: A review of the literature of systematic sampling. 
J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 208—215 (1951). 

Päez Balaca, Alfredo: Zufallsveränderliche. Revista Acad. Ci. Madrid 44, 
5—61 (1950) [Spanisch]. 

Expose, dans un style clair et attachant, de certaines applications du calcul des proba- 
bilites & la mesure des grandeurs. Dans la 1° partie, l’A. traite de la mesure d’une constante 
physique. Il definit les notions de polygone de frequence, de fonction de distribution, d’erreur 
absolue moyenne, de variance, de valeur moyenne (pour des mesures de mö&me poids), d’erreur 
probable, de dominante. Aprös avoir rappel6 les deux &quations de Laplace, affirme leur carac- 
tere conventionnel et propose l’emploi d’une &quation ou l’exposant de la variable dans l’expo- 
nentielle ne serait &galni& 1niä 2, mais serait quelconque, 1’A. precise laterminologie relative & 
la fonction de Gauss: module de precision, &cart probable, ecart moyen, erreur quadratique 
moyenne, deviation standard... . Il donne des indications pratiques pour determiner le module 
h dans une population de n mesures et r&esoud le probleme: Quel est le nombre minimum des 
essais & effectuer pour que la difference entre la moyenne de ces essais et la limite de cette 
moyenne si le nombre de ces essais augmentait ind&finiment, ait une probabilit& donnee de 
rester inferieure, en valeur absolue, & une quantit& donnee? Table des resultats. La 2° partie 
est consacree aux mesures de grandeurs physiques fluctuantes, soumises a l’action de causes 
mal definies, difficiles & &valuer. Coefficients de correction; conditions auxquelles doit satis- 
faire la loi de distribution; foncetion la plus fid&lement adaptee aux mesures; solution gra- 
phique. La 3° partie traite de la composition des lois stocastiques. (Phenomenes fonctions 
de plusieurs variables et soumis & des actions perturbatrices lies par quelque loi comme 
z= xyouz = x + y). Probleme inverse. Page 25, ligne 6, lire o au lieu de &. Page 26, derniere 
€quation, lire dt = aulieuded =. A. Sade. 

Grundy, P. M.: A general treatment for the analysis of experiments with in- 
correetly treated plots. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 272—283 (1951). 

Das, A. C.: Two dimensional systematie sampling and the associated stratified 
and random sampling. Sankhyä 10, 95—108 (1950). 


Die endliche Ausgangsgesamtheit bestehe aus klmn Zellen, die in m -! Zeilen (y-Rich- 
tung, j= 1,2,..., Im), gebündelt zu je Z in einer Schicht, und in n» %k Spalten (x-Richtung, 
i=1,2,..., kn), gebündelt zu je % in einer Schicht, angeordnet seien. Eine 2-dimensional 
geschichtete, systematische Stichprobe vom Umfange mnv wird entnommen, indem aus den 
kl Zellen einer bestimmten Schicht » Zellen zufällig ausgewählt und aus den übrigen mn — 1 
Schichten die bezüglich Zeilen- und Spaltennummer in ihnen ebenso angeordneten Zellen 
genommen werden. Die Variable z habe in der Zelle i, j den Wert z;;, und o (“, v) sei der Kor- 
relationskoeffizient der Wertepaare 2,5, Zitu,i-». Verf. berechnet die Erwartungswerte o;, 
05, Os, der Varianz des Gesamtmittelwertes 2 der Stichprobe für zufällige (r; zufällige Ent- 
nahme von mn» Zellen aus den durchgemischten klmn Zellen), geschichtete (st; zufällige 
Entnahme von » Zellen aus jeder Schicht) und systematische (sy; wie eingangs geschildert) 
Stichproben und stellt fest, daß ihre Verhältnisse nicht von » abhängen. Ferner werden hin- 
reichende [im wesentlichen auf o (w, v) beruhende] Bedingungen hergeleitet, unter welchen 
Os: < 0, bzw. Osy< 0: ist. Als Spezialfall enthalten diese Sätze frühere Resultate von W.G. 
Cochran [Ann. math. Statisties 17, 164—177 (1946)]. M.-P. Geppert. 

Durbin, J. and A. Stuart: Inversions and rank correlation eoefficients. J. Roy. 
statist. Soc., Ser. B 13, 303—309 (1951). 


Für Spearmans Rangkorrelationskoeffizienten r, wird die der bekannten Formel für 
Kendalls Rangkorrelation t entsprechende Gleichung 


ee 12V 
hergeleitet mit 5 N. (2 — 1) 
v- DGi-üd, 
i<; 


wo unter ‚Annahme einer natürlichen Rangordnung d;; = 1 sei, wenn in der anderen Rane- 

ordnung j vor i steht, andernfalls 0. Mit Hilfe dieser gewogenen Anzahl V der Inversionen 

wird der für diesen allgemeinen Fall bisher unbekannte Erwartungswert des Stichproben-r, 
ewonnen: 

R "Erden + DEN - DU BIN Ne tR-DN+Ng, 

wo & und z Spearmans und Kendalls Rangkorrelationen der N-gliedrigen Ausgangsgesamtheit 


85 


sind, der die n-gliedrige Stichprobe (ohne Zurücklegen) entnommen ist. Die Formel enthält 
für N oo bzw: binormale Ausgangsgesamtheit frühere Ergebnisse von W. Höffding (dies. 
Zbl. 3%, 41) und P. A. P. Moran (dies. Zbl. 31, 171) als Spezialfälle. Ferner verschärfen Verff. 
die von H. E. Daniels (dies. Zbl. 40, 223) angegebene Ungleichung für 7, und t, indem sie 
durch Betrachtung von V Grenzen für r, bestimmen, die in gewissen Fällen erreicht werden. 
M.-P. Geppert. 

Daniels, H. E.: Note on Durbin and Stuart’s formula for E (r,). J. Roy. statist. 
Soc., Ser. B 13, 310 (1951). 

In Ergänzung zur vorangehend referierten Arbeit gibt Verf. einen einfacheren 
zweiten Beweis für die oben angeführte Formel für #(r,), der auf der von ihm 
in seiner ‘oben zitierten Arbeit benutzten Definition von r, und t beruht. 

M.-P. Geppert. 

Vora, Shanti A.: Bounds on the distribution of chi-square. Sankhya 11, 
365—378 (1951). 

Sei v, + "+0 = N die empirische Aufteilung einer N-gliedrigen Stich- 
probe (mit Zurücklegen) aus einem Kollektiv mit den entsprechenden Klassen- 
wahrscheinlichkeiten p, + --- + pk = 1, so werden die auf der Multinomialver- 


teilung T= pi. pie N!fo!---o! 
beruhenden exakten Totalwahrscheinlichkeiten üblicherweise durch die asympto- 
tisch für N — 00 mit ihnen übereinstimmenden Integrale 


= | 
Fı_,(&) = [eve ya-d2 Ayıza-or 1 (—) 


0 
der y?-Verteilung mit k — 1 Freiheitsgraden für 
= = 2% (u — Nm)?/Np; 
; 1 k 2 k 

== |u+35 [N \o|/(a +2)? 
approximiert. Verf. leitet für 7 obere und untere Grenzen der Form 

An expl—- 31 —- 2m)” y”?+n]sTsAm,expl—-4(l —-2m)”y” + rn] 
und für die exakten Totalwahrscheinlichkeiten Grenzen der Form 
AFfr-ı() SS Prob.[y?sc]sA,Fr-ı(c), 
%Fr-1(C,) < Prob.{y Ss C1S AFr-ı(C)) 
Ag Fr-1,5,(C) = Prob.[y? =, C] < /ı FO) 
ab, wo F;-1,5 das Integral der nicht-zentralen y?-Verteilung mit k — 1 Freiheits- 
graden bezeichne. M.-P. Geppert. 

Bhate, D. H.: A note on the ratio of two non-central chi-squares. Bull. Cal- 
eutta math. Soc. 43, 147—148 (1951). 

The author derives the distribution of the ratio mentioned in the title in 
the form of an infinite double series and its moments in terms of hypergeometric 
functions. The moments satisfy a recurrence relation, easily obtained from that 
of the moments of the non-central chi-squared distribution. St. Vajda. 

Uranisi, Hisao: The distribution of statisties drawn from the Gram-Charlier 
type A population. Bull. math. Statist. 4, 1—14 (1951). 

; Bei bekannter, eine mit den Hermiteschen Polynomen H,(x) gebildete Gram- 

Charliersche Entwicklung f(x) = (2r e*)-2{1 +a,H,(®) +} vom Typ A 
besitzenden Dichte einer bzw. (bei zwei ähnlichen) zweier Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen werden für die n- bzw. n- und m-gliedrigen Stichproben die Verteilungs- 
dichten des Studentschen t-Verhältnisses, des K. Pearsonschen y? und des 
Fisher-Snedecorschen F-Verhältnisses bestimmt. Und zwar in Gestalt einer 


oder für 


und 


Reihenentwicklung nach Polynomen von t und j -b “oder 4? bzw. nach 


WW — 


n—1 
rationalen Funktionen von =. Für die Berechnung von P {t >1,} sind so- 
gar Tafeln angegeben. T. Szentmärtony. 


86 


Takano, Kinsaku: A note on the eoncentration functions. Kodai math. Sem. 
Reports 1950, 13 (1950). 

Rao, €. Radhakrishna: Statistical inference applied to elassifieatory problems. 
Sankhyä 10, 229—256 (1950). 

Verf. analysiert die begrifflichen Grundlagen der in der Hauptsache von RB. 42 
Fisher, Mahalanobis und ihm selbst entwickelten Theorie der Unterscheidungs- 
(Trenn-)Probleme, die er mit Fishers Fiduzialbegriff und der Neyman-Pearson- 
schen Theorie der Hypothesenprüfung in Zusammenhang bringt, vergleicht und 
in deren Sinne deutet. Für den einfachsten Fall der Zuweisung der Individuen 
einer Stichprobe zu 2 bzw. 3 Gruppen werden risikominimalisierende, auf Dis- 
kriminanzfunktionen beruhende Verfahren beschrieben, die jedoch zum Teil 
Kenntnis von a priori-Wahrscheinlichkeiten, d. h. der Gruppenaufteilung der Aus- 
gangsgesamtheit, voraussetzen. Mit Hilfe verschiedener Populations-Distanz- 
begriffe: Überlappungsfunktion, quadratische Differentialmetrik (quadratische 
Form mit der Informationsmatrix als Fundamentaltensor; sie führt bei Normal- 
verteilung durch Integration längs einer geodätischen Linie auf Mahalanobis’ 
„verallgemeinerten Abstand“), Bhattacharyyas Winkelabstand, werden für 
endlich viele Alternativen sowie für durch kontinuierliche Parameter unterschiedene 
Populationen unter Berücksichtigung der Distanz der Alternativen von der Null- 
hypothese Zuordnungsteste maximaler Potenz charakterisiert und entwickelt, die 
nicht die Kenntnis von a priori- Verteilungen erfordern. M.-P. Geppert. 

Hayashida, Tsuyoshi: Note on a measure problem. Ködai math. Sem. Re- 
ports 1949, 8 (1949). 

Wilson, Edwin B.: Note on association of attributes. Proc. nat. Acad. Sei. 
USA 37, 696—704 (1951). 

Faleschini, L.: Aleuni eriteri di normalitä delle distribuzioni statistiche. Giorn. 
Economisti e Ann. Economia 7, 63—80 (1948). 

L’A. aggiunge, ai gia noti e moltepliei eriteri per giudicare se una distribuzione 
€ normale, alcuni altri ceriteri. — Essi si fondono sul confronto tra i valori teorieci 
e quelli empiriei riguardanti non l’intera distribuzione ma dei pezzi di essa; ad 
esempio i seguenti valori: piü piccoli del 1° quartile, compresi tra il 1° e il 2° quartile, 
tra il 2° e il 3° quartile, piü grandi del 3° quartile. T. Salvemini. 

Brown, 6. W. and A. M. Mood: On median tests for linear hypotheses. Proc. 
Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California July 31 — August 12, 
1950, 159—166 (1951). 

Für den Reihen- und Spalteneffekt bei einer zweifachen Klassifikation werden 
neben dem von M. Friedman 1937 vorgeschlagenen Prüfverfahren einige, auf 
den Zentralwerten beruhende Verfahren der Verff. beschrieben. Dann werden 
andere, insbesondere auf die Prüfung der Wechselwirkungen sich beziehende 
Fragen besprochen. Abschließend wird das asymptotische Verhalten der erwähnten 
Verfahren behandelt. — Die meisten Verfahren sind bereits 1950 im Lehrbuch 
des an zweiter Stelle genannten Verf. ohne genügende Begründung veröffentlicht 
worden. Verff. geben aber zu, daß ‚the tests are not based on any solid foundation 
at all but merely on what appeared to us be reasonable compromises with the 
various conflieting practical interests involved“. T. Szentmärtony. 

Sastry, A. Sree Rama: Some moments of moment statisties and their use in 
tests of significance in auto-correlated series. Sankhya 11, 297—308 (1951). 

Verf. berechnet Erwartungswert und Varianz von Mittelwert und Varianz 
einer T-gliedrigen Stichprobe aus einer stationären autokorrelierten Reihe, ferner 
bei paarweiser Zuordnung zweier autokorrelierter Reihen Erwartungswert und 
Varianz der Korrelation und der Regressionskoeffizienten zwischen den beiden 
Stichproben, sowie die Covarianzen der genannten Stichprobenmomente, ins- 
besondere für den Fall normal verteilter Variablen. Im Spezialfall verschwindender 
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Autokorrelationen enthalten die Ergebnisse die bekannten Formeln. Schließlich 
wird zur Prüfung von Hypothesen über den Mittelwert einer autokorrelierten 

Reihe eine Ausdehnung des t-Tests mit modifiziertem 1{-Parameter und modifi- 
' zierter Anzahl der Freiheitsgrade empfohlen, die sich an fünf speziellen Modellen 

bewährt hat. M.-P. Geppert. 

Bartlett, M. S.: The effeet of standardization on a y? approximation in faetor 
analysis. Biometrika 38, 337—344 (1951). 

The author is concerned with a mathematical justification of the y?-ap- 
proximations for significance criteria in Factor Analysis. — If R is the correla- 
‚tion Matrix of p variables then a y’approximation isavailablefor: (a) |R|=4,Ag---A, 
where the }; are the characteristie roots of R. (b) Corresponding tests for a succes- 
sively reduced %° corresponding to the elimination of successive components 

| analoguous to the successively reduced components in a .canonical regression 
analysis (Bartlett, this Zbl. 18, 158). — In the present paper the author is con- 
cerned with replacing R by the variance covariance matrix V with latent roots ®,; 
and studies the effect of ‚„‚standardization of variances‘ which is equivalent to 
the study of the ratios ®,/2®,;. The test distributions analoguous to (a) and (b) 
are derived, and, for the latter, the case of one BEL ON component receives 
particular attention. H.O. Hartley. 

Vaswani, Sundri: Assumptions underlying the use of the tetrachorie correlation 
eoeffieient. Sankhyä 10, 269—276 (1950). 

Die Verwendung von K. Pearsons tetrachorischen Korrelationskoeffizienten 
zur Beurteilung auf qualitativen Alternativen beruhender 2 x 2-Tafeln setzt 
Normalität der zugrundeliegenden 2-dimensionalen Verteilung voraus. Verf. be- 
weist im Zusammenhang hiermit an einem Beispiel die Existenz nicht binormaler, 
2-dimensionaler Verteilungen mit normalen Randverteilungen und zeigt, daß im 
Gegensatz zum eindimensionalen Fall sich nicht jede kontinuierliche 2-dimensio- 
nale Verteilung in eine Binormalverteilung transformieren läßt. Während ferner 

zu jeder gegebenen 2 x 2-Tafel eine Binormalverteilung bestimmbar ist, die durch 
2 achsenparallele Schnitte genau die gegebene 2 x 2-Tafel erzeugt, ist dies bei 3 
oder mehr Dimensionen nicht der Fall. Verf. leitet ein auf y°-Verteilung mit 
1 F.G. beruhendes Kriterium her zur Entscheidung darüber, ob eine gegebene 
2x 2x 2-Tafel als Stichprobe aus einer durch 3 je 2 Achsen parallel laufende 
Schnittebenen dreifach dichotomierten trinormalen Verteilung gedeutet werden 
darf. M.-P. Geppert. 

Rao, C. Radhakrishna: The theory of fractional replieation in factorial experi- 
ments. Sankhya 10, 831—86 (1950). 

Banerjee, K. S.: A note on the fraetional replication of factorial arrangements. 
Sankhya 10, 87—94 (1950). 

Moran, P. A. P.: The random division of an interval. II. J. Roy. statist. Soc., 
Ser. B13, 147—150 (1951). 

Teil I s. dies. Zbl. 31, 60. Zur Prüfung der Frage, ob eine in den Zeitpunkten 
ts... , n.+2 stattfindende Ereignisfolge (Erkrankung mehrerer Personen an derselben 


"Krankheit) dem Zufall zuzuschreiben ist oder nicht (Fall der Ansteckung), schlug 
n+1 

1946 M. Greenwood als Prüfmerkmal $ = I, (t;ı1 — t;)?/(n+2 — tı)” vor, dessen 
i=1 


j= 
Verteilung dann vom Verf. ermittelt wurde (dies. Zbl. 31, 60). Bei der Diskussion 
dieses Vorschlages empfahl M. S. Bartlett, durch ein Homogenitätskriterium die. 
Frage zu prüfen, ob die aufeinanderfolgenden Zeitintervalle t;+1 — t; eine y°-Ver- 
teilung mit dem Freiheitsgrad 2 zeigen. Verf. bemerkt nun, daß, wenn die ur- 
“ sprüngliche Folge einem Poissonschen Vorgang entspricht, die aufeinanderfolgen- 
‚den Zeitintervalle eine exponentielle, d.h. y?-Verteilung mit 2 Freiheitsgraden zeigen. 
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Es scheint daher angebracht zu sein, die Richtigkeit dieser Nullhypothese mit 
Hilfe eines Homogenitätskriteriums gegenüber jener alternativen zu prüfen, daß 
diese Zeitintervalle y2-Verteilung mit 2p > 2 Freiheitsgraden besitzen. Verf. zeigt 
nun, daß das Bartlettsche Prüfverfahren nicht nur einfacher, sondern auch be- 
trächtlich leistungsfähiger als das Greenwoodsche ist. T. Szentmärtony. 

e Tables to facilitate sequential t-tests. (Applied Mathematics Series 7.) 
Washington: Department of Commerce, National Bureau of Standards. Govern- | 
ment Printing Office 1951. XIX, 82 p.; 0.45 dollars. 

Tabellen der Lösung z = z(L,n, 6) der Gleichung 

a nö? 

I<bhF(z. 2’72 IN 2 
für +L=2, In19, 3,4, m 99, 5,6,7;n=1, 2,3, ..... 20050 — 0,1..0. 2 Zen 
1,0; 1,2:...; 2; 2,5. Dabei sei F die hypergeometrische Funktion 
1. SS ID Ta+t1)« 

ab) 2 Toren 

Sie dienen zur vereinfachten Anwendung des von Wald auf dem Wahrschein- 
lichkeitsverhältnis 


[o-* exp |- P3 (x — % — B0)21208 | do+ So" exp |-2«- _ 9+30)2120°| do 
2 0 1 0 e=1 EB 


Pın a= 


2 o-*exp -2 (Xu — 00/207] do | 
0 GN | 


are —t 1 Ö2° 2 . 2 2 & 
='e "r( an | mit =| 2% -@)| / 2 — O0 


aufgebauten sequentiellen t-Tests zur Prüfung der Hypothese H,, daß ©, der 
wahre Mittelwert einer Normalverteilung mit unbekanntem o sei. Die Grenzen 


ee ß 
La ln Sr el 

bestimmen sich bei Wald aus den vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeiten «, B 
erster und zweiter Art so, daß, wenn ©, der wahre Mittelwert ist, die Wahrschein- 
lichkeit für Ablehnung von H, & beträgt, wenn hingegen der wahre Mittelwert 
von ©, um mindestens 60 abweicht, die Wahrscheinlichkeit für Annahme von H, 
höchstens ß sei. M.-P. Geppert. 

Simpson, E. H.: The interpretation of interaction in ceontingeney tables. J. 
Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 238—241 (1951). 

Pompilj, Giuseppe: Sulla significativitä delle eostanti statistiche. Atti II. 
Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 210—211 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 34, 228. 

Pitt,H. R.: On the theory of statistical procedures. Proc. Cambridge philos. 
Soc. 45, 354—359 (1949). 

L’A. richiama l’attenzione sul fatto che i procedimenti statistici completi 
ineludono: A.la stima delle condizioni (states) in base ai valori osservati X/1% 


B. V’azione (action) sulla base di tale stima. — Tale azione puö essere specificata 
sotto la forma matematica di una „action function“ a(x) che differisce dalla 
„deeision function“ di Wald. — L’importanza di tale concetto & in relazione alla 


‚possibilitä di poter stabilire sotto quali condizioni una funzione di azione & migliore 
di un’altra. Per tale problema & necessario conoscere una distribuzione di proba- 
bilit& a priori per ogni Ö ed & ben noto che tale distribuzione non si conosce in 
generale. — Il lavoro & condotto matematicamente e con esemplificazioni teoriche. 


T. Salvemini. 
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Freund, John E.: Some observations on Laplace’s rule of succession and 
Perks’s rule of indifference. J. Inst. Actuaries 77, 439—444 (1951). 

Verf. vergleicht die Gaußsche bzw. Laplacesche Schätzung f/ = m/n bzw. 
16 — (m + 1)/r +2) des Parameters p einer Binomialverteilung bei m Er- 
nn in n Versuchen mit der Ye W. Perks (dies. Zbl. 31, 60) gegebenen 
f” = (m + 1/2)/(n + 1) und f”” = (m — 1/2)/(r — 1). Für die Serenunene 
ergeben sich der Reihe nach: p(1 — p)/n, [p(l— p) (n — 4) + Un n + 2)? und 
[P(l1—p) (an —1)-+ 1/4]/(n + 1?<[p(l—p) (n—1) + 1/4]/(n — 1)?. Es ist somit 
f leistungsfähiger als f’’’’, aber unter den f’, f’’, f’”’ gibt es kein in (0, 1) gleich- 
mäßig leistungsfähigstes. In der Nähe von O und 1 ist nämlich /’, dann weiter nach 
innen f’”’ und auf einer mit n noch wachsenden langen Strecke um 1/2 ist f’’ die 
leistungsfähigste. Für f’’ spricht allerdings auch der Umstand, daß das Streuungs- 
quadrat, welches für alle drei sein Maximum in p = 1/2 annimmt, bei f” mini- 
n m 2 1 
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so daß f’’” dem Werte = ein zu großes Gewicht der 


mal ist. Andererseits ist f’ -—, gegenüber f’’ = 


Yen n m 1 1 
ie nt1l n Hr n+1l 2° 
relativen Frequenz m/n gegenüber zuschreibt. Die anschließenden Bemerkungen 
von W. Perks sind nach Ansicht des Ref. in jeder Beziehung unhaltbar. 

T. Szentmärtony. 

Köno, K.: Note on the use of order statisties. Bull. math. Statist. 4, 33—35 
(1951). 

Zur Schätzung des Mittelwertes 0 einer symmetrischen x-Verteilung mit Hilfe 
einer in derselben Population um O0 symmetrisch verteilten Variablen y empfiehlt 
Verf. folgendes Verfahren. Man greift eine N-gliedrige zufällige Stichprobe von 
y-Werten heraus, teilt sie zufällig in A n-gliedrige Unterproben auf, bestimmt in 
jeder derselben den :-ten used und größten y-Wert und bildet aus den diesen 
entsprechenden x-Werten =, x init “5 die erwartungstreue Schätzung 


F= 5 (+ irn) 24- 


Verf. bestimmt deren Varianz nn unter Annahme linearer Regression von 
x bezüglich y sowie speziell unter Annahme binormaler (x, y)-Verteilung. Sodann 
wird n optimal bestimmt, so daß bei bekannten Kosten c, bzw. c, für die Stich- 
probenentnahme eines x- bzw. y-Wertes und gegebenen Gesamtkosten Ü = nAc, + 
2/c, varF minimal sei, und das Resultat mit der Genauigkeit der direkten Mittel- 
wertschätzung auf Grund einer (n})-gliedrigen Stichprobe von x-Werten verglichen. 
M.-P. Geppert. 

Köno, K.: Note on the double sampling method. Bull. math. Statist. 4, 
36—38 (1951). 

Die Arbeit befaßt sich mit folgendem von Neyman untersuchten zwei- 
stufigen, geschichteten Stichprobenverfahren: Um den Mittelwert X einer x-Ver- 
teilung zu schätzen, wird der Population eine N-gliedrige zufällige Stichprobe 
entnommen, die sich nach der Größe einer in der Population mit x korrelierten 
Variablen y in 8 Klassen der Umfänge NP; (i =1,..., S) aufteilt; aus diesen wird 
je eine zufällige Stichprobe vom Umfange m; = m, pP; (im ganzen also eine pro- 
portional geschichtete Stichprobe) entnommen und aus deren x-Werten X;; 
(G=]1,...,m;) die Schätzung 


Di 

ar -2# mi > Ku 
gebildet. Unter Annahme binormal verteilter &, y berechnet Verf. var F', bestimmt 
bei bekannten Kosten A bzw. B der Stichprobenentnahme eines x- bzw. y-Wertes 
und gegebenen Gesamtkosten Am, + BN = ( die optimalen N und m,, welche 


9% 


varF zum Minimum machen, und gibt hinreichende Bedingungen an, unter wel- 


chen dieses Stichprobenverfahren eine genauere Schätzung von X liefert als eine 
einfache zufällige Stichprobe von gleichem Kostenaufwand. M.-P. Geppert. 

Godambe, V. P.: On two-stage sampling. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 
216—218 (1951). 

Let a population be given of N primary units, the i-th having M; subunits, 
and let X;; be the value of the j-th subunit in the i-th unit. Assume that a random 
sample of n primary units is taken, and then subunits selected from the units 
in that sample. The author determines the variance of an unbiased estimate 
of the total of all X;;, under various assumptions concerning the selection of 
subunits. St. Vajda. 

Guest, P. 6.: The estimation of standard error from suecessive finite diffe- 
rences. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 233—237 (1951). 

If a time series %1, ..., %n iS composed of a polynomial trend of degree less 
than r, and uncorrelated error terms with means 0 and variances o?, then the r!" 
differences 4” y; are trend-free, and the sums N (A’y;)? and N |A” y;| provide 
estimates of o. Formulas are derived for these estimates and their variances in 
the case of normally distributed error terms, and efficiencies are computed. 

G. Elfving. 

Das, A. ©.: On the estimation of parameters in a reeursive system. Sankhya 
11, 273—280 (1951). 

Die Frage, ob sich die Parameter stochastischer Prozesse der Form 

ED N a ER en Ne EN 
ENDE ne Den Nr 
wo x den Wert der Variablen x zur Zeit i und &° mit Mittelwert O0 und Va- 
rianz 1 normal verteilte Störungen bedeuten, mit der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmen lassen, untersucht Verf. experimentell, indem er vier Modell- 
prozessen mit n = 3 Variablen (Preis, Nachfrage, Angebot) mit bekannten F,; 
zufällige Stichproben von je 50 Wertetripeln entnimmt und die aus diesen mit der 
Methode der kleinsten Quadrate gewonnenen Parameterschätzungen mit deren 
wahren Werten vergleicht. M.- P. Geppert. 

Sastry, A. Sree Rama: Bias in estimation of serial correlation eoefficients. 
Sankhya 11, 281—296 (1951). 

Für stationäre Reihen vom Typ 

eb +bıMm-ı + N-2: 

wo by, ..., d) Konstant und 4, ...,g-p unabhängige, normierte Zufallsvariablen 
sind, untersucht Verf. die Erwartungsverfälschung (bias) des zur Schätzung der 
k-ten Serienkorrelation 0; dienenden Serienkorrelationskoeffizienten r; einer 
T-gliedrigen Stichprobe. Besonders eingehend werden der Fall gleitender Durch- 
schnitte (p endlich) und derjenige autoregressiver Reihen (p unendlich, v=ı- 
a, &-1 ++ an&-n mit konstanten @,,...,a;) behandelt. Ergebnisse und 
Korrekturformeln werden an Zahlenbeispielen illustriert. -  _M.-P. Geppert. 

Wallis, W. Allen: 'Tolerance intervals for linear regression. Proc. Berkeley 
Sympos. math. Statist. Probability, California, July 31 — August 12, 1950, 
43—51 (1951). 

The author is concerned with the construction of tolerance intervals for the 
deviates y — Y of y-values from the fitted least square regression Y. Assuming 
that we consider normally distributed deviates at a fixed value of the independent 
variable x, estimating the residual variance from 8? — 2 (y — Pen — 2) 
(n = sample size), tolerance intervals are obtained in the form Y(x) + K(x) S, 
where an approximation to K (x) is computed by application of the Wald-Woltfo- 
witz approximation [Ann. Math. Statisties 17, 208—215 (1946)]. It can then 
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be stated that there is a probability y (say) that a proportion ? (say) of the popu- 
lation of the deviates y— Y is within + K(x)S, where the values of yand P 
enter into the computation of K (x). The method is worked in detail on an example 
relating price of common stock and earnings per share of chemical manufacturers. 
H. 0. Hartley,. 
Rosenbaum, $8.: The variance of least-square estimates under linear restraints. 
J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 250—255 (1951). 


Nach der Methode der „Maximum Likelihood‘“ wird die Schätzung b; für 
den Parameter der linearen Regression y = N b;x; durch das Gleichungssystem 


ZZ Yylr= 52 Lirkir 

bestimmt ; ähnlicherweise, wenn die 5; linear bedingt sind (und Lagrangesche Fak- 
toren auftreten). Sind einige dieser Faktoren Null, so kann man das System 
reduzieren und die Berechnung der Streuungen und Korrelationen (mittels der 
Inversen B;,; der Matrix A,; = % %,%r) vereinfachen. B. de Finetti. 

Chapman, Douglas G.: Some properties of the hypergeometrie distribution 
with applications to zoologieal sample censuses. Univ. California Publ. Statist. 
1, 131—160 (1951). 

« Die von J. Neyman (dies. Zbl. 39, 143) entwickelte Theorie der auf Minimali- 
sierung gewisser %’-Ausdrücke beruhenden BAN-Schätzungen wird vom Verf. in 
einer Reihe von Sätzen ausgedehnt und ausgebaut zwecks Anwendung auf Stich- 
proben ohne Zurücklegen aus endlichen Gesamtheiten, welche bekanntlich nicht 
auf binomiale, sondern auf allgemeinere hypergeometrische Verteilungen führen. 
Für den speziellen Fall der Schätzung des unbekannten Populationsumfanges N 
auf Grund der bekannten Gesamtzahl f£ der Merkmalsträger (markiert) in derselben 
und der Aufteilung einer zufälligen n-gliedrigen Stichprobe ohne Zurücklegen in 
markierte (s) und unmarkierte, sowie kompliziertere Fälle werden eine Reihe so 
gewonnener Punktschätzungen für N miteinander verglichen auf Grund ihrer 
Erwartungsuntreue (bias). Diese Punktschätzungen dienen als Grundlage für den 
Vergleich mehrerer Populationsumfänge, also z. B. zur Prüfung der Hypothese 
N, =N,. Die Güte der entsprechenden Tests wird beurteilt mit Hılfe der exakten 
Größe des kritischen Bereichs und mit Hilfe der Potenzfunktion. M.-P. @eppert. 

Barnett, H. A. R.: Graduation tests and experiments. J. Inst. Actuaries 77, 
15—74 (1951). 

In der vorliegenden Arbeit diskutiert Verf. am Beispiel der von ihm nach 
der Makeham-Formel ausgeglichenen Selektionstafeln (A 1924—29 Dauer 0; 
Dauer 3 und darüber) die Vor- und Nachteile von insgesamt 13 Testverfahren 
zur Prüfung der durch die Ausgleichung erzielten Glättung des Kurvenverlaufs und 
der Übereinstimmung zwischen den beobachteten und den durch die Ausgleichung 
erhaltenen Werten. Von den 12 Testverfahren der mathematischen Statistik, die 
der Prüfung auf Übereinstimmung dienen, gehen 2 von den einzelnen Abwei- 
chungen zwischen den beobachteten und den ausgeglichenen Werten aus, 6 Ver- 
fahren verwenden Gruppen von derartigen Abweichungen, 3 davon berücksich- 
tigen außerdem das Vorzeichen der einzelnen Abweichungen, die übrigen — unter 
“ ihnen der y2-Test — lassen dagegen diese Vorzeichen unberücksichtigt, während 
eine Gruppe von weiteren 4 Verfahren nur von diesen Vorzeichen bzw. dem Vor- 
zeichenwechsel ausgeht. Im Anhang gibt Verf. eine ins einzelne gehende Darstellung 
des von ihm zur Bestimmung der Konstanten der Makeham-Formel nach der 
x-Minimum-Methode verwendeten Rechenverfahrens. In der im Auszug mit- 
geteilten Diskussion dieser Arbeit wird sowohl vom Standpunkt des Statistikers 
als auch von demjenigen des Versicherungsmathematikers aus zum Problem der 
Ausgleichung Stellung genommen und die Kritik des Verf. an den dargelegten Test- 
verfahren ergänzt sowie noch einige andere Verfahren vorgeschlagen. @. Friede. 
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Ozorio de Almeida, Miguel: Sur le ealeul des paramötres des &quations de la 
forme y=a+bx+cx?+ +... destinees & representer les valeurs des variables 
donnses par des observations ou des experiences. I: Cas oü les valeurs de la vari- 
able ind6pendente x sont en progression arithmetique. I: Cas ou les valeurs de la 
variable indöpendante se suivent dans un ordre arbitraire. Anais Acad. Brasil. Ci. 23, 
421—428, 429—436 (1951). 

I. Betrachtet wird die Methode der kleinsten Quadrate, angewendet auf die 
Berechnung der Koeffizienten eines Polynoms m-ten Grades, das durch N Punkte 
(,y) @=1,2,...,n) gehen soll, wwn >m-+]1. Bekanntlich ist die direkte 
Durchführung der Methode sehr beschwerlich (obgleich von einem Typus, der sich 
der Benutzung einer Rechenmaschine einfügt). Verf. gibt eine sehr hübsche und 
brauchbare Methode an, die, in der Tat, die Rechnungen erheblich vereinfacht. 
Um es am einfachsten Fall der geraden Linie anzudeuten: Setzt man a + bx; = 
y+& @W=1,2,...,n) & = Fehler, so gilt für a und b: na+LIcıb=2y, 22a 
2x:b = Xxy und daher auch Je = 0, Zxe = 0. Die obigen zwei Gleichungen 
werden nun durch einfachere ersetzt die gleichfalls Xe und I xe zu Null machen. 
All dies ist hier für äquidistante Abszissen x; durchgeführt. — II. Hier wird nun die 
in I. angegebene Methode auf den allgemeinen Fall übertragen, wo die Abszissen x; 
nicht in arithmetischer Folge vorliegen. H. Geiringer. 

Amato, V.: Sulle matriei earatteristiche di aleuni metodi di interpolazione sta- 
tistiea. Giorn. Economisti e Ann. Economia 6, 646—660 (1947). 

Questo studio riguarda l’interpolazione statistica con una funzione razionale 
intera (polinomio). — L’A. mette in rilievo che aleuni metodi per il calcolo dei 
parametri del polinomio interpolante conducono ad espressioni che hanno al 
numeratore e al denominatore un fattore costante per tutti i parametri. Questo 
fattore dipende dal metodo usato e si puö porre sotto forma di matrice, detta 
appunto dall’A. ‚„matrice catatteristica‘“. T. Salvemint. 

Chiassino, G.: Considerazioni sull’interpolazione statistica. Ann. Ist. Statist. 
Univ. Bari 23, 59—66 (1947). 

E una breve esposizione delle condizioni che caratterizzano i piü noti metodi 
d’interpolazione e quelli proposti da due altri autori italiani (Mogno, 1935, e 
Bortolotti, 1945). T. Salvemint. 

Trumpler, Robert J.: Correetion of frequeney funetions for observational errors 
of the variables. Proc. Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California 
July 31 — August 12, 1950, 437—440 (1951). 

Aus einer beobachteten Häufigkeitsverteilung kann die wahre, von Beobach- 
tungsfehlern befreiteVerteilungdurch Lösung einer Fredholmschen Integralgleichung 
erster Art gewonnen werden, sofern die Fehlerverteilung bekannt ist. Im Falle 
kleiner Fehler wird die Integralgleichung durch Reihenentwicklung gelöst. — 
Es werden die Fälle diskutiert, in denen sich 1. der mittlere Fehler mit dem Werte 
der Veränderlichen ändert und 2. die Beobachtungen verschiedene Gewichte 
haben. Die Lösung der Integralgleichung kann dann numerisch erfolgen. Ferner 
werden die lösbaren Fälle bivariabler Häufigkeitsverteilungen diskutiert und der 
Fall, daß die Verteilungsfunktion einer Veränderlichen nicht direkt beobachtbar, 
aber eine bekannte Funktion mehrerer beobachtbarer Größen ist. W. Fricke. 

Daniels, H. E.: The theory of position finding. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 
13, 186—207 (1951). 

The author deals with the problem which arises when a pcsition is to be 
determined by lines which fail to meet at it due to errors in their determination. 
He mentions a number of practical situations and discusses various methods of 
finding the fix which is best (in some sense), or eonfidence regions for it. In par- 
tieular, he gives a method for constructing distribution-free confidence regions, 
but points out their practical shorteomings. A new simple graphical method for 
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finding the least-square fix from three or four lines is given. If the position is 
to be determined from its directions (with error) from given stations, then he 
shows how the variances of the direction lines from any station can be found, 
when at least 4 groups of such lines are given, not necessarily referring to the 
same true (unknown) position. The maximum likelihood method of estimating 
these variances breaks down, because the number of ineidental parameters to 
be estimated increases with each new group. The paper ends with the presen- 
tation of an illuminating ‚estimation paradox‘““. St. Vajda. 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Donder, Th. de: Le caleul des variations introduit dans la theorie des especes 
et des varietes. VII, VIIL, IX. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 37, 286— 
290, 850—852, 936—938 (1951). 

Ref. mit IV—VI in dies. Zbl. 41, 458. 

Feller, William: Diffusion processes in geneties. Proc. Berkeley Sympos. 
math. Statist. Probability, California Juli 31 — August 12, 1950, 227—246 (1951). 

The theory of evolution provides examples of stochastic processes. Indi- 
vidtal problems have been dealt with by mathematical biologists, particularly 
by Sewall Wright, but a general and systematic treatement is missing. 
Feller’s work aims just at that. — The interesting paper starts with the consi- 
deration of simple chain reactions (‚branch process‘‘), which have well known 
important applications in nuclear physics and in biology. Next a bivariate 
branching process is considered, under assumption of a constant population size, 
& hypothesis which much simplifies the problem. This hypothesis is however 
dropped in a later section. The general diffusion equation is discussed and in 
particular its application to gene frequencies. (Sewall Wright’s equation). This 
last equation is also obtained by a limit process from the discrete model of the 
simple chain reaction. Likewise, the general diffusion equation can be obtained 
by such a passage to the limit as shown in an appendix. H. Geiringer. 

Mendes, Luiz 0. T.: Bestimmung des biotischen Potentials der ,„Broca do 
Cafe‘ — „Hypothenemus Hampei‘“ (Ferr.) — Betrachtungen über das Wachstum 
ihrer Population. VI. Eine Gleichung, die den Überlebenskoeffizienten («) und die 
logistische Gleichung in Beziehung setzt. Anais Acad. Brasil. Ci. 23, 213—220 
(1951) [Portugiesisch]. 

@May, A. E.: Mathematics of finance. New York: American Book Co. 1951. 
VIII, 264 p. 3.00 dollars. 

Mit dem vorliegenden Buch gibt Verf. eine elementare Einführung in die 
Finanzmathematik. Er beschränkt sich dabei bewußt auf eine kurze, aber ein- 
prägsame Ableitung der wichtigsten Formeln auf diesem Gebiet, deren Anwendung 
zur Lösung einer Vielzahl von speziellen Problemen dann an sorgfältig aufgebauten 
Übungen dargelegt wird. Im einzelnen behandelt Verf. die einfache Zins- und Zinses- 
zinsrechnung, einfache und allgemeine Zeitrenten, Schuldentilgung, Anleihen, 
Abschreibungen, Todesfall- und gemischte Versicherungen sowie Leibrenten. 

@. Friede. 

Franco, Antönio A. 6. Cabrita: Untersuchung über die portugiesische Sterb- 
lichkeit. Inst. Actuärios Portug., Bol. 6, 63—145 (1951) (Portugiesisch). 

Guerra dos Santos, Manuel Carlos: Versuch einer portugiesischen Krankheits- 
tafel. Inst. Actuärios Portug., Bol. 6, 147—155 (1951) (Portugiesisch). 

Daw, R. H.: Duplicate polieies in mortality data. J. Inst. Actuaries 77, 261— 

267 (1951). 
: The author points out that statistical investigations into the mortality of 
assured lives suffer from an unknown inaccuracy unless the effect of duplicate 
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policies on the same life is taken into consideration. After quoting earlier work 
bei Seal (this Zbl. 29, 375), who fitted a negative power of tto the distribution 
of x, (= probability of having t policies), and by Beard and Perks (this Zbl. 39, 
154), who gave formulae for the variance of claims in samples taken by different 
procedures, he gives tables to show that the difference between the effect of these 
processes on the variance is small, but that it is important to know the form of 
the distribution of ,. It is not sufficient to know merely the proportion of dupli- 
cates (or the mean of the distribution). The author makes also suggestions on 
how to exclude the effect of duplicate policies in mortality investigations. 
St. Vajda. 

Phillips, William: Approximate integration. J. Inst. Actuaries 77, 159—195 
(1951). 

Zur näherungsweisen Berechnung des Barwertes 


oo 
A, == Spa ar v dit 
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der lebenslänglichen Todesfallversicherung entwickelt Verf. an einem dreidimen- 
sionalen geometrischen Modell eine Kubaturformel, die sich auf die für ihre An- 
wendung besonders geeignete Form 

7 1 


(1) Azur — leNen + HNEn 

bringen läßt, wobei 

F= 3 7 Ei > 102 Ne = Dy+n a5 Dy+3n = Dy+5n ST Tran 
G= 3 ((1 sr un, Nor = Dy+2n SF Dasan ur D;+6n > rs 


H=t4{—- (1+ 0)’? + 4(1+ 0)" — dor + ver}, 
ist. Die Güte der mit dieser Formel zu erzielenden Näherung wird zugleich auch 
im Vergleich mit Ergebnissen der Näherungsformeln von King, Woolhouse, 
Simpson u.a. an einigen Zahlenbeispielen gezeigt. Für die praktische Anwen- 
dung bietet die Formel (1) oder eine ihrer Umformungen bereits fürn =8 oder = 10 
den Vorteil ausreichender Genauigkeit bei geringer Rechenarbeit. In einem Anhang 
gibt Verf. noch eine weitere Ableitung seiner Formel mit Hilfe der Simpsonschen 
Regel an. Die Arbeit wird durch die auszugsweise Wiedergabe ihrer Diskussion 
im Inst. of Actuaries ergänzt. @. Friede. 

Tedeschi, Bruno: Sulla ricerea del tasso col metodo di Sonnet. Atti III. 
Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 206—208 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 268. 

Saxen, Tryggwe: Sur les mouvements al6atoires et le problöme de ruine de la 
theorie de risque colleetive. Soc. Sei. Fennica, Commentationes phys.-math. 16, 
Nr72.55 >. (1951). 

In dieser bis heute wohl umfassendsten und allgemeinsten Darstellung des Ruinproblems 
behandelt der Verf. die Frage der Größe der Wahrscheinlichkeit des Eintreffens des Ruins 
einer Versicherungsgesellschaft vor einem bestimmten Zeitpunkte. Diese Frage wird als Spezial- 
fall des folgenden stochastischen Prozesses formuliert: Ein Punkt bewege sich vom Null- 
punkte aus auf der x-Achse in positiver Richtung. Seine Abszisse x(t) sei eine stochastische 
Größe, mit den Eigenschaften eines zeitlich homogenen Risikoprozesses. Im 1. Kapitel gibt 
der Verf. eine genaue Definition und Beschreibung dieses Risikoprozesses samt charakteri- 


stischer Funktionim Anschluß an die Theorie von Kolmogoroff und Vorlesungen von H. Cramer. 
Die charakteristische Funktion der Verteilung von x(t) betrage 


9(2, z()) = exp [et fer — 1-- iza) 10) Ä 


wobei Q(a) eine Verteilungsfunktion mit Q&(a) = 0 für a < 0. Ein anderer Punkt, ausgehend 
von s(0) = — U, bewege sich in positiver x-Richtung entlang der x-Achse. Seine Abszisse s(t) 
genüge der Gleichung s(t) = f(t) — cmt, wo f(t) eine stetige, monoton zunehmende Funktion 


bedeutet, f(0) = —u und ey 2 
m = /[ ad Ya) = [adQa). 


[0,0] 
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Das Eintreffen des Ereignisses x(t) < s(t) für irgendeinen Wert t<T, wobei T fest, 
wird als Katastrophe und beim Studium des Ruinproblems als Ruin bezeichnet. Verf. be- 
rechnet die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens dieses Ereignisses in der folgenden Weise: 
Für die bedingte Wahrscheinlichkeit 2(n, 7, T) = W(xit) < fi) für tE t, Tlx()=n) kann 
eine Integro-Differentialgleichung aufgestellt werden. Diese Gleichung kann gemäß dem Ver- 
fahren sukzessiver Approximation gelöst werden (vgl. W.Feller, dies. Zbl. 14, 222). Die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit beträgt y(— u, T) = 2(0, 0, T) und wird vom Verf. in Form von 
einer Reihe berechnet. — Er behandelt die zwei Fälle, daß eine Versicherungsgesellschaft 
entweder Risikoprämien erhält und Risikosummen bezahlt (positiver Fall) und umgekehrt 
(negativer Fall). Am Schluß illustriert er seine Theorie mit einigen Beispielen. W. Saxer. 

Chiaro, Adolfo del: Sulla teoriea delle assicurazioni marittime. Atti III. Congr. 
Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 213—215 (1951). 

6638 Jowett, G. H.: The expression of the complementary outputs of two produets 
in terms of a common unit of production effort. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 13, 
298—302 (1951). 

e Koopmans, Tjalling C., edited by: Activity analysis of produetion and allo- 
cation. (Cowles Commission for Research in Economics, Monograph Nr. 13.) 
New York: John Wiley and Sons, Ine.; London: Chapman and Hall Ltd., 1951; 
XIV, 404 p. 4,50 dollars. 

In an Introduction the editor explains that all chapters of the book are devoted to the 
problem of the best allocation of limited means towards desired ends. The historie roots go 
back to discussions by Schlesinger, Wald and v. Neumann of certain linear models of 
mathematical economic theory (this Zbl. 10, 407; 14, 223; 17, 39). Another source of ideas 
presented here is Pareto’s theory of welfare economics and yet another is Leontief’s model 
of the interrelations between the various branches of the economy. A fourth source is work 
which has been done on mathematical models of transportation and of planning problems 
of the U.S. Air Force. — The immediate occasion for the publication of the book was the wish 
to collect papers presented to a conference on Linear Programming held in Chicago in 1949. 
This term refers to a set of linear inequalities and the problem to find that solution which 
maximises a given linear form of the variables. The editor explains why this simple title has 
given way to the present title of the book. The reasons are not of a mathematically signifi- 
cant nature, but are due to a desire to avoid misconceptions by economists who connect dif- 
ferent concepts with such terms as „linear‘‘ ete. — The book is not a textbook in the sense 
of a systematic treatise, but to the reviewers’ knowledge it is the first book to deal with its 
topic exhaustively and in a manner which seems satisfactory to a mathematician. — In the 
following reviews the stress will be on the mathematical contents and only where necessary 
for their understanding will the economic background be brought into the picture. However, 
for the sake of completeness, all titles will be mentioned. — The 25 Chapters are grouped 
into four Parts: Part One: Theory of Programming and Allocation (Ch. I—X). Part Two: 
Applications of Allocation Models (Ch. XI—XV]J). Part Three: Mathematical Properties of 
Convex Sets (Ch. XVII—XX). Part Four: Problems of Computation (Ch. XXI—XXV). 
It is in the last two parts that most new mathematical results are contained. St. Vajda. 


Wood, Marshall K. and George B. Dantzig: The programming of interdepen- 
dent activities: General diseussion. Activity Analysis of Production and Allocation, 
Chap. I, 15—18 (1951). 

Dantzig, George B.: The programming of interdependent activities: Mathe- 
matieal model. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. II, 19—32 
(1951). 

The authors explain how a programme can be found which can ‚best‘ accom- 
plish objectives under given resource limitations. They introduce Definitions and 
Postulates to construct finite and infinite linear technologies. The model is similar 
to that of v. Neumann (see Introduction above) by making use of circularity 


through allowing the same commodity to appear as input as well as output. 
St. Vajda. 


Koopmans, Tjalling €.: Analysis of produetion as an efficient combination of 
activities. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. III, 33—97 (1951). 

The author discusses a model of production based on the assumption that 
there exists a finite set of basie activities represented by 


Ak) = (Aiks ..-» ANk) 
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such that the net output of any state of production can be represented by 
K 

(*) my an 20 nel. JNSR= ler 
k=1 


A point (y) is „possible“ if (*) has a solution for it and „efficient““ if no com- 
ponent can be increased without simultaneously decreasing some other compo- 
nent. The matrix (a„x) is termed a ‚technology‘ and conditions. are imposed on 
it to represent fundamental economic properties of the model. For instance, 
Yn = 0 for all n is only possible if all x. = 0, and there is no non-negative solu- 
tion x; Ü all 9, are non-negative but not all equal to zero. („Impossibility of the 
Land of Cockaigne‘“.) In geometrical language, all possible points form a cone 
spanned by the halflines a, and all efficient points are those points on its boun- 
dary in which the normal has only positive components. The latter can be inter- 
preted as ‚„‚prices“, which are such that the corresponding efficient point maxi- 
mises the total value of the output. St. Vajda. 
Georgeseu-Roegen, Nicholas: The aggregate linear produetion funetion and 


its applications to von Neumann’s eeconomie model. Activity Analysis of Produc- 


tion and Allocation, Chap. IV, 98—115 (1951). 

Let an ‚economic transformation“ be denoted by ((a;, b;)), where the «a; 
are inputs and the b; outputs and all are non-negative. The set of all ((ca;, cb;)) 
for positive c is called a ‚linear process“ P(a;, b;). Given a ‚price constella- 
tion“ Y(Yyy,..., Yn) we call P, technically superior to P,ıf®(P,, YJ>P(P,, Y), 
where D(P, Y) stands for br yr/d ax Yr. T’he author proves that under given 
conditions there exists at least one Y" and at least one PP such that ®(P°, YP) > 
®(P,Y®%) and B(P%, Y\<@(P®%, Y) for any P and Y. (v. Neumann had 
proved this only for a finite number of processes.) The formal analogy with the 
fundamental theorem of the theory of games is obvious. St. Vajda. 

Georgeseu-Roegen, Nicholas: Relaxation phenomena in linear dynamie models. 
Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. V, 116—131 (1951). 

Consider the two systems (=1,2)' (M) 5; = Mu +Ma%, and 
(N) & = N: % + Nie X. Let also two curves r, (2), 2) = 0 and r,(2,, %) 0 
be given. Imagine that a point (%,, %,) moves, in a well-defined direction, accord- 
ing to (M) until it reaches r, = 0, then according to (N) until it reaches »,— 0, 
after that again according to (M), and so on. The author studies the behaviour of the 
solutions, which depends on the latent roots of the matrices of (M) and (N) and 
applies his results to economic models and in particular to one given by Leontief 
in 1949 and to a continuous version of a model introduced by Samuelson [Review 
of Econ. Statist. 21, 75—78 (1939)]. St. Vajda. 

Smith, Harlan M.: Uses of Leontief’s open input-output models. Activity 
Analysis of Production and Allocation, Chap. VI, 132—141 (1951). 

The matematics in this chapter are only elementary. St. Vajda. 

Samuelson, Paul A.: Abstraet of a theorem coneerning substitutability in open 
Leontief models. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. VII, 
142—146 (1951). 

Koopmans, Tjalling €.: Alternative proof of the substitution theorem for 
Leontief models in the ease of three industries. Activity Analysis of Production 
and Allocation, Chap. VIII, 147—154 (1951). 

Arrow, Kenneth J.: Alternative proof of the substitution theorem for Leontief 
models in the general ease. Activity Analysis of Production and Allocation, 
Chap. IX, 155—164 (1951). 

Georgeseu-Roegen, Nicholas: Some properties of a generalized Leontief model. 
Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. X, 165—173 (1951). 

The main result of mathematical interest in these Chapters is the following 
theorem: For j=1,...,n, let S; be a convex set of points in Euclidean n-dimen- 
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sional space such that if «€ 8;, then a, <0 for i + j. Let S be the intersection 
of the convex hull of the union of all S,; with the non-negative orthant. If S is 
compact and has at least one element a for which all a; >0, then the set of 
efficient points (see below) of $ is the interseetion with the non-negative orthant 
of a (n — 1)-dimensional hyperplane and the direction coefficients of its outside 
normals are all positive. There is also a second theorem based on weaker assump- 
tions. — A point a of a set is called effieient, if there is no point in the set with 

a component larger than the corresponding component of a, without having also 

a component smaller than the corresponding one of a. — This is proved in Chap- 

ter IX; Chapter VIII deals with the special case n = 3, using a combination 

of graphical and algebraic arguments. St. Vajda. 
Hildreth, Clifford and Stanley Reiter: On the choice of a erop rotation plan. 
Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XI, 177—188 (1951). 
Wood, Marshall K. and Murray A. Geisler: Development of dynamie models 
for program planning. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XII, 
189—215 (1951). 

Wood, Marshall K.: Representation in a linear model of non-linear growth 
curves in the airerait industry. Activity Analysis of Production and Allocation, 
ChHap. XIIL, 216—221 (1951). 

Koopmans, Tjalling C. and Stanley Reiter: A model of transportation. Activity 
Analysis of Production and Allocation, Chap. XIV, 222—259 (1951). 
Simon, Herbert A.: Effects of technological change in a linear model. Activity 

(Analysis of Production and Allocation, Chap. XV, 260—281 (1951). 

These five Chapters illustrate special cases of Linear Programming (see Intro- 
duction and review of Chapter XXI below), as follows: XI. Crop Rotation plan, 
XII. Work in the Planning Division of the U. S. Air Force, XIII. Approximate 
adaptation to non-linear schemes, XIV. Transportation, XV. Effect of changes 
in basic assumptions. : St. Vajda. 

Morgenstern, Oskar: The aceuraey of economic observations. Activity Analysis 
of Production and Allocation, Chap. XVI, 282—284 (1951). 

Gale, David: Convex polyhedral cones and linear inequalities. Activity Analy- 

sis of Production and Allocation, Chap. XVII, 287—297 (1951). 

The author gives an account of Weyl’s results concerning a closed convex 
point set in Cartesian space (this Zbl. 11, 411) and illustrates their application 
to linear models and to the theory of games. The following are typical theorems: 
1. Let © be a convex cone and define its polar Ü+ as the set of all vectors making 
-a non-obtuse angle with every vector of ©. Then C++ is identical with ©. 
2. v. Neumann and Morgenstern’s Theorem of the Alternative for Matrices 
(Theory of Games and Economic Behavior, Princeton, p. 141): If the cone C 
contains no vector v <0O, then Ü+ contains a vector w>0. St. Vajda. 

Gerstenhaber, Murray: Theory of convex polyhedral eones. Activity Analysis 
of Production and Allocation, Chap. XVIII, 298—316 (1951). 

An abstract analysis dealing mainly with the same subject matter as Chap- 
ter XVII, based on the definition of a cone as the convex hull of half-lines. The 
' Chapter contains also an alternative proof of the first theorem mentioned in the 
review of Chapter XVII. St. Vajda. 

Gale, David, Harold W. Kuhn and Albert W. Tucker: Linear programming and 
the theory of games. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XIX, 
317—329 (1951). 

This Capter contains a generalization of the „scalar“ problem of Linear Programming. 
Consider the following two problems: Given matrices A, Band (, (i) find a maximal matrix D 
having the property that Cx> Dy for some vectors <> 0,y>0 such that Ax< By. 


(ii) find a minimal matrix D having the property that B’u < D’v for some vectors u > 0, 
v > O such that A’u > 0’v. They show that there exists a matrix which solves both problems 
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if Ax< By for some >0, y> 0 and A’u > C’v for some u > 0, v > 0. Moreover, if one 
problem admits a particular matrix D as a solution, then so does the other. Also, a matrix D 
is a solution for the two problems if and only if the game 


A —B 
E C D 
has zero value and optimal mixed strategies ]. 1;| with v» >0, y>0. (Concerning nota- 


tion, A—-B>0 means that each element of the matrix A is larger than the corresponding 
element of B; A— B> 0 means that no element of A is smaller than the corresponding 
element of B. Maximal and minimal matrices are defined accordingly, using the > or < 
sign.) — If B consists of a single column and C of a single row, then D becomes « scalar and 
the problems reduce to that of linear programming. Their connection is equivalent to the 
Duality Theorem of Linear Programming and the Fundamental Theorem of the Theory of 
Games. (See Chapter XX.) In a final section problems with additionalrestraints a 
. Vajda. 
Dantzig, George B.: A proof of the equivalence of the programming problem 
and the game problem. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XX, 
330—335 (1951). 
It is shown how the computation of the value of a game and of the optimal strategies 
‚can be reduced to a problem of Linear Programming. Conversely, a Linear Programming 
problem can be transformed into a game by the consideration of two dual systems Ax > b, 
c’x to be minimised, and y’A’< c, b’y to be maximised. It leads to the game 


0 Ab 

—4’ 0 C 
4 0 

and if the optimal strategy (which is the same for both players) has a positive component 


corresponding to the last row (or column), then the Linear Programming problem is impli- 
ceitly also solved. (A is a matrix, x, y, b and c are column vectors.) St. Vajda. 


Dantzig, George B.: Maximization of a linear funetion of variables subject to 
linear inequalities. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XXI, 
339—347 (1951). : 

This is the most easily accessible presentation of the author’s ‚‚simplex tech- 
nique‘ for solving the problem mentioned in the title. The problem is first reduced 


n 
to that of maximising a linear form $) c; x; of non-negative variables x; subject 
to a system of linear equations 


(S) Zub (2)='1,2, 8, om 


Then the technique vonsists essentially of two steps: (i) Find a ‚„‚feasible solution‘, 
i. e. a non-negative solution of (*) and (ü) improve it until the maximum of the 
linear form is reached. The final solution is not necessarily unique. It is always 
possible, if a solution exists, to find one which contains at most m positive values 
of the variables (the others being zero). The technique, as shown, applies only 
under a „non-degeneracy‘ assumption, i. e. that every mXx m submatrix of the 
matrix (a;;, b;) is non-singular. A footnote contains remarks on more recent results 
concerning the degenerate case, which can, in fact, be solved by a similar technique. 
St. Vajda. 

Doriman, Robert: Applieation of the simplex method to a game theory pro- 
blem. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XXII, 348—358 
(1951). 

The author illustrates the application of Dantzig’s simplex technique (see 
Chapter XXI) to a game with a 5x6 payoff matrix. The linear programming 
system which is equivalent to a game problem is of a special type, in that a nega- 
tive identity matrix is always a part of its matrix. The author shows all steps 
in detail and points out that the two (dual) problems which arise from the two 
sides of the same game can, in effect, be solved simultaneously. St. Vajda. 
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Dantzig, George B.: Application of the simplex method to a transportation 
problem. Activity Analysis of Production and Allocation, Chap. XXIII, 359—373 
(1951). 

Let m ports of origin P; and n ports of destination Q; be given, with the 
distribution of ships in the former and the required distribution in the latter. 
The shipment should be planned by determining those numbers of ships x;; from 
P; to Q;, which minimise the total cost I) c;; &;; of transportation. This isa problem 


%,7 
of Linear Programming (see Chapter XXT) and the author shows how to deal 
with it even in those cases when it is degenerate. This is done by making a small 
alteration (later equated to zero) in the original data and then applying the author’s 
simplex technique. St. Vajda. 

Brown, George W.: Iterative solution of games by fietitious play. Activity 
Analysis of Production and Allocation, Chap. XXIV, 374—376 (1951). 

The author suggests the following solution of a game problem: let one player 
start off with an arbitrary pure strategy and let then the players at every move 
use that strategy which is the optimal answer to the mixture of strategies of 
the opponent which he has so far used. An example is attached of a 4x3 game, 
which suggests that the procedure converges towards the solution. This has since 
been proved by J. Robinson (this Zbl. 45, 82). St. Vajda. 

Brown, George W. and Tjalling €. Koopmans: Computational suggestions for 
maximizing a linear funetion subjeet to linear inequalities. Activity Analysis of 
Production and Allocation, Chap. XXV, 377—380 (1951). 

Suggestions for shortcuts to the simplex method (see Chapter XXI), based 
on the idea of ‚„steepest ascent‘ rather than ‚‚erawling along the edges‘‘. They 
refer to both steps in the simplex technique. No experience with any of these 
suggestions is mentioned. St. Vajda. 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Skornjakoy, L. A.: Projektive Ebenen. Uspechi mat. Nauk 6, Nr. 6 (46), 
112—154 (1951) [Russisch]. 


Die vorliegende Arbeit bringt z. T. Neues in ausgeführten Beweisen, zum anderen Teil 
ist sie ein zusammenfassendes Referat und als solches sehr geeignet, einen Überblick über 
den derzeitigen Stand der Forschung in der Theorie der allgemeinen projektiven Ebenen zu 
geben. Ein Literaturverzeichnis von 68 Nummern zeigt die Vertrautheit des Verf. sowohl mit 
der russischen als auch mit der westlichen Literatur auf diesem Gebiet. Unter ‚„proj. Ebene“ 
wird zu Beginn ein System von Punkten und Geraden verstanden, wobei a) 2 Punkte mit 
einer Geraden, b) 2 Geraden mit höchstens einem Punkt inzidieren, ce) 4 linear unabhängige 
Punkte existieren. Es findet sich noch eine andere, dazu gleichwertige Form dieser Axiome. 
Eine Abschwächung von a) ergibt die sog. Teilebenen, bei Fortlassung von c) kommen noch 
die entarteten Ebenen dazu, wovon es 6 T'ypen gibt. Isomorphismus und Homomorphismus 
zweier Ebenen werden dann als Inzidenz erhaltende Beziehungen definiert. Ein Isomophismus 
einer Ebene auf sich wird Kollineation genannt, entsprechend ergeben sich die Begriffe Korre- 
lation und Dualität. Geht man von einer Menge von Punkten und Geraden aus, die noch 
durch keine Inzidenz verbunden sind, und erklärt der Reihe nach durch Bilden von Verbin- 
* dungen und Schnitten immer wieder neue Elemente, so erzeugt man eine sog. freie Ebene, 
in der also keine Gerade mit mehr als 2 Punkten und kein Punkt mit mehr als 2 Geraden 
inzidiert. Die Theorie dieser Dinge, in der man auch in naheliegender Weise vom freien Produkt 
mehrerer Ebenen sprechen kann, stammt von Kopejkina [Isvestija Akad. Nauk, SSSR, Ser. 
mat. 9, 495—523 (1945)] und wird in $ 2 behandelt. Es bestehen hier bemerkenswerte Analogien 
zur Gruppentheorie, z. B. gilt der Satz, daß jede Teilebene einer freien Ebene frei ist, und be- 
liebige Ebenen sind homomorph zu freien Ebenen. Im $ 3 werden die proj. Ebenen dann nach 
dem Vorgange von M.Hall algebraisiert [s. Hall, Trans. Amer. math. Soc. 54, 229—277 
(1943)]. Dazu werden nach Auszeichnung von 4 linear unabhängigen Punkten die Punkt- 
koordinaten aus einem sog. „Ternär‘ erklärt, d. h. einem System, in dem man aus 3 Elementen 
a,b, cstets a- bo c bilden kann und wo eine O und 1 vorhanden ist. Die Geraden werden dann 
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durch y=a+bo ce dargestellt, und durch «-1eb=a+b, a:b50=ab erklärt man ein 
zugehöriges System mit doppelter Komposition, den sog. natürlichen Körper, der aber weder 
distributiv noch assoziativ zu sein braucht. — Die Konfigurationen des folgenden $ können 
nunmehr einfach als endliche proj. Teilebenen erklärt werden. Als einfachste derselben 
wird die in der gewöhnlichen proj. Ebene nicht geltende 7, behandelt, die besagt, daß die 
Diagonalpunkte eines vollständigen Vierecks kollinear liegen. Aus 7, folgt der Spezialfall D, 
{vom Rang 9) des Desargues sowie die Kommutativität der Addition bei den zugehörigen 
natürlichen Körpern. Ein Konfigurationssatz braucht in einer Ebene auch nur „altın „dabe 
bei besonderer Lage einer gewissen Geraden zu gelten [s. hierüber genauer Argunov (dies. 
Zbl. 39, 369)]. So ist z. B. eine Veblen-Wedderburnsche (abgekürzt V-W) Ebene dadurch de- 
finiert, daß in ihr der kleine D’sargues D,, affin erfüllt ist. In den zugehörigen natürlichen 
Körpern gilt (a +b)e=«c + bc, und die Gleichungen ax =c und za = c sind bei a+0 
eindeutig auflösbar. Eine weitere Spezialisierung sind die alternativen Ebenen, in denen D,, 
allgemein projektiv erfüllt ist und die auf die bekannten Alternativkörper mit beiderseitiger 
Distributivität und abgeschwächter Assoziativität: (ab)b=a«ab?, a(ab) = a?b führen. Nach aus- 
führlicher Behandlung dieser Ebenentypen, wobei auch das Beispiel einer V-W-Ebene, die 
nicht assoziativ ist, gebracht wird, folgt die Behandlung der Desarguesschen Ebenen, in 
denen der volle Dösargues gilt und die Multiplikation der zugehörigen Körper assoziativ ist, 
und der Pappusschen Ebenen mit kommutativer Multiplikation. Mit Hinweisen auf noch 
ungelöste Fragen der Beziehungen zwischen Algebra und Konfigurationssätzen und Konfi- 
gurationssätzen untereinander schließt dieser $. Es folgt eine ganz andersartige, von Baer 
[Amer. J. Math. 64, 137—152 (1942)] stammende Kennzeichnung projektiver Ebenen ver- 
mittels der Existenz sog. p-L-Transitivitäten und p-L-Dualitäten. Eine Ebene heißt p-L-tran- 
sitiv, wenn sie Kollineationen in sich besitzt, die den Pankt p und die Gerade L je festhalten 
und die Punkte «in @ überführen, wobei « und a’ auf einer Geraden durch p allgemein gewählt 
sind. Analog definiert man p-L-Korrelationen. K-L-transitiv heißt dann eine Ebene, wenn sie 
p-L-transitiv ist bez. jedes Punktes p auf der Geraden K. Es ergeben sich dann folgende 
Kennzeichen: Die V-W-Ebenen fallen mit den L-L-transitiven mit L als Spezialgeraden, d.h. 
Perspektivitätsachse des kleinen Desargues, zusammen. Die Desarguesschen Ebenen fallen 
ersichtlich mit den p-L-transitiven für beliebige p, L zusammen, eine Pappusebene muß dar- 
über hinaus noch p-L-dual sein. Für die alternativen Ebenen besteht die Vermutung, daß 
sie durch Transitivität b>z. allgemeiner Quadrupel gekennzeichnet sind. Gegen Schluß der 
Arbeit werden die Gegenstände nur kurz gestreift, und es wird auf manches Ungelöste hin- 
gewiesen. Es werden die zyklischen Ebenen definiert als solche, wo die Punkte transitiv sind 
b>z. aller Kollineationen einer zyklischen Gruppe; es wird auf die Projektivitäten im Sinne 
Staudts und Poncelets eingegangen, einiges über endliche Ebenen ausgesagt, und es werden 
Beziehungen zur Topologie zum Schluß berührt. W. Burau. 

Baer, Reinhold: The group of motions of a two dimensional elliptie geometry. 
Compositio math. 9, 241—288 (1951). 

Wenn ® die Bewegungsgruppe einer ebenen elliptischen Geometrie bezeichnet, dann 
kann man innerhalb ® mittels rein gruppentheoretischer Betrachtungen die ursprüngliche 
Geometrie zurückgewinnen. In voller Allgemeinheit bietet dieser Gedanke die Möglichkeit, 
die Axiome irgendeines geometrischen Systems als gruppentheoretische Sätze zu formulieren. 
Mehrere Autoren haben sich schon mit dieser Aufgabe befaßt. Schr bekannt ist die Reide- 
meistersche Konstruktion des Bewegungsraumes zur Begründung der ebenen elliptischen 
Geometrie. Dieses Verfahren läßt sich, wie Verf. zeigt, auf irgendeine abstrakte Gruppe anwen- 
den, und zwar in der folgenden Weise: Das zu einer Gruppe @ gehörige geometrische Gebilde 
D(G) besteht aus Punkten und Hyperebenen, die eben die Elemente der Gruppe sind. Die 
Inzidenzbeziehung wird erklärt durch die Festsetzung, daß ein Punkt p und eine Hyperebene h 
dann und nur dann inzident sind, wenn das Gruppenelement p% involutorisch ist in G, d.h. 
von der Ordnung 2. Es erhebt sich nun die Frage, Kennzeichnungen für D(G) zu finden, 
damit es einen projektiven Raum darstelle. Die Frage hat eine unerwartete Antwort: Das 
zu einer Gruppe @ gehörige geometrische Gebilde D(G) ist ein projektiver Raum von der 
Dimension größer als Eins dann und nur dann, wenn G isomorph ist zur Bewegungsgruppe 
der elliptischen Geometrie. — Man könnte die Bewegungsgruppe der elliptischen Geometrie 
auffassen als eine abstrakte Gruppe, als eine Gruppe von linearen Transformationen, als eine 
Gruppe von ebenen Projektivitäten, oder schließlich könnte man ihr abgeleitetes geometrisches 
Gebilde betrachten. Jeder von diesen Gesichtspunkten führt zu einer bestimmten Kennzeich- 
nung der Klasse der zulässigen Gruppen. Es ist eine Hauptaufgabe der vorliegenden Arbeit 
die Gleichwertigkeit der verschiedenen Betrachtungsweisen zu begründen. — Zunächst wird 
eine Gruppe @ betrachtet, deren abgeleitetes geometrisches Gebilde ein projektiver Raum der 
Dimension größer als Eins ist. Sodann wird eine Darstellung von @ konstruiert als eine Gruppe A 
von linearen Transformationen, die gewissen, vom Verf. mit (L) benannten, Bedingungen ge- 
nügen. Es wird gezeigt daß eine Gruppe A von linearen Transformationen diese Eigenschaften 
(L) dann und nur dann besitzt, wenn sie die Bewegungsgruppe der ebenen elliptischen Geo- 
metrie ist, und daß A isomorph ist zu einer Gruppe von ebenen Projektivitäten, die an die 
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Spiegelungen gewisse Bedingungen (E) knüpft. Es wird weiter gezeigt, daß diese besondere 
Gruppe von ebenen Projektivitäten einigen abstrakt gruppentheoretischen Bedingungen (@) 
genügt, die sich ausschließlich auf die involutorischen Elemente der Gruppe beziehen. Schließ- 
lich wird bewiesen, daß D(G) ein dreidimensionaler projektiver Raum ist, wenn @ die angedeu- 
teten Bigenschaften besitzt. — Die Erwartung, daß die Darstellung der Gruppe @ als L-Gruppe 
von linearen Transformationen oder als E-Gruppe von ebenen Projektivitäten im wesentlichen 
eindeutig bestimmt ist, erweist sich als berechtigt. Die zulässigen Gruppen können aber auf 
verschiedene Weise als Gruppen von linearen Transformationen dargestellt werden, und man 
kann sich fragen, ob die L-Gruppen die einzigen sind, welche isomorph eine E-Gruppe von 
ebenen Projektivitäten induzieren. Verf. findet, daß dies nicht der Fallist. Es wird dann auch 
eine Klasse von Bewegungsgruppen der elliptischen Ebene diskutiert, welche die hinzukommende 
Eindeutigkeitseigenschaft besitzen. Sie können näher mittels gewisser elementargeometrischer 
oder einfacher gruppentheoretischer Merkmale gekennzeichnet werden. J.C. H. Gerretsen. 

@ Smogorzevskij, A. S.: Geometrische Konstruktionen in der Lobatevskischen 
Ebene. (Die Lobatevskische Geometrie und die Entwicklung ihrer Ideen. Bd. III.) 
Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 191 8. 
R. 6,50 [Russisch]. 

Nach einigen Vorarbeiten, z. B. von Engel und Liebmann um die Jahrhundertwende, 
ist in den letzten Jahren durch russische Mathematiker das interessante Gebiet der Konstruk- 
tionen in der hyperbolischen Ebene wesentlich gefördert worden. Das vorliegende Werk ist 
zusammen mit der Aufgabensammlung von Nestorovie (s. folgendes Referat) die erste 
buehmäßige Zusammenstellung dieser Fragen. Auf den ersten 60 Seiten werden die Modelle 
von Poincar& und Beltrami (worunter das projektive Modell im Innern des Kreises ver- 
standen wird) behandelt. Diese Modelle liegen den darauffolgenden Konstruktionen zugrunde. 
In $4 werden zuerst die sog. Grundkonstruktionen der hyperbolischen Ebene behandelt: 
1. Parallelenziehen durch einen gegebenen Punkt zu einer Halbgeraden; 2. Konstruktion einer 
Strecke zu gegebenem Parallelenwinkel; 3. Konstruktion der gemeinsamen Senkrechten zu 
zwei Geraden. Hierzu kommen die Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks mit gegebenen 
spitzen Winkeln sowie die eines Dreiecks mit gegebenen Winkeln. Als größere Aufgabe wird 
das reguläre 17-Eck konstruiert. Es wird hierzu zunächst ein Kreis gefunden, dessen Radius 
gleich der 17-Eckseite ist. Es folgt eine allgemeine algebraische Untersuchung über die Möglich- 
keit von Konstruktionen, wobei natürlich die N E-Trigonometrie zu berücksichtigen ist. Die 
Ergebnisse sind ähnlich wie im euklidischen Fall, jedoch mit beachtlichen Unterschieden, 
z. B. dem, daßeine Strecke bereits im allgemeinen nicht mehr gedrittelt werden kann. An Stelle 
des gewöhnlichen Zirkels kann man jetzt ferner auch noch ein Grenzkreis- und ein Abstands- 
linienlineal nehmen. Das erste besteht aus einem Grenzkreisbogen mit einer fest damit ver- 
bundenen Normalen, das zweite aus einem Abstandslinienbogen, der mit seiner Basis fest 
gekoppelt ist. Die Geräte bestehen somit aus je 2 Rändern und können nach Art eines Lineals 
zum Zeichnen der Grundaufgaben verwandt werden. Im $6 werden die Analoga zu den be- 
kannten Steinerschen Linealkonstruktionen behandelt. An Stelle eines festen endlichen Kreises 
kann jetzt z. B. folgendes vorgegeben werden: a) Ein endlicher Kreis mit Mittelpunkt und 
2 parallele Geraden; b) Eine Grenzlinie mit Achse sowie ein Paar paralleler Geraden; e) Eine 
Abstandslinie mit ihrer Basis und einem Paar von Parallelen; d) 2 nicht konzentrische Kreise 
und der Mittelpunkt eines derselben. Im $ 7 wird auf Grund von Forschungen des Autors selber 
untersucht, wieweit man in Analogie zu den Mascheronischen Zirkelkonstruktionen das Lineal 
entbehren kann. Im $ 8 werden die Quadratur des Kreises und umgekehrt dazu die Zirkulatur 
des Quadrats behandelt, wobei unter Quadrat ein gleichwinkliger Rhombus verstanden wird. 
Diese Konstruktionen sind bei gewissen Größenverhältnissen möglich. Schließlich kommen 
im letzten $ verschiedene weitere Aufgaben zur Sprache. Dazu gehören z. B. weitere Dreiecks- 
und Vierecksaufgaben und Kreiskonstruktionen bis hin zur Berührungsaufgabe des Apollonius. 


W. Burau. 

@ Nestorovie, N. M.: Geometrische Konstruktionen in der Lobacevskischen 
Ebene. Mit 423 Aufgaben zur Berechnung und Konstruktion. Moskau-Leningrad: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1951. 304 S. R. 12.30 [Russisch]. 

Das vorliegende Buch hat viele Berührungspunkte mit dem gleichzeitig er- 
schienenen von Smogorzevski (siehe vorhergeh. Referat), ist jedoch zum Unter- 
schied davon eine Aufgabensammlung mit ausgedehnten Zwischentexten und setzt 
auch etwas reifere Leser voraus. Nach einem Einleitungsteil, der im wesentlichen 
eine Formelsammlung zur Berechnung nichteuklidischer Dreiecke und Vierecke 
in sehr zweckmäßiger Bezeichnung ist, beginnt die eigentliche Sammlung von 
417 Aufgaben mit einigen Grundtatsachen über die Kongruenz von Figuren, 
Winkelsummen u. ä. Es folgt dann ein Kapitel, in dem Berechnungen auf Grund 
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der hyperbolischen Trigonometrie vorzunehmen sind, vor allem Radien ein- und 
umbeschriebener Kreise sowie die Stücke bei den beiden Sorten von Vierecken 
mit 2 rechten Winkeln und die Oberflächen von Kugel und Zylinder. Hierauf be- 
ginnt erst der Hauptteil des Buches mit einem geschichtlichen Überblick über 
die Frage der Konstruktionen in der euklidischen, der Lobactevskischen Ebene 
und auf der Kugel, woraus die Bedeutung der russischen Forschung, insbesondere 
von Morduchai-Boltovski und den beiden Autoren dieses und des vorherigen 
Buchs, hervorgeht. Es werden darauf in ziemlicher Vollständigkeit sämtliche 
einfachen Dreieckskonstruktionen behandelt, sowie die Konstruktion vieler Vier-, 
Fünf- und Sechsecke, insbesondere derjenigen mit möglichst vielen rechten Win- 
keln. Es folgen darauf einige geometrische Örter, die im euklidischen Falle auf 
Geraden und Kreise führen, im hyperbolischen Falle jedoch z. T. auch auf Grenz- 
kreise und Abstandslinien, so daß zugehörige Konstruktionsaufgaben auch zweck- 
mäßig mit Hilfe dieser Kurven durchzuführen sind. Es wird im folgenden Kapitel 
jedoch gezeigt, daß in allen diesen Fällen die klassischen Hilfsmittel, Zirkel und 
Lineal, genügen, wie Verf. und Morduchaj-Boltovskoj gefunden haben. Im 
letzten Kapitel wird noch eine geometrographische Bewertung des Komplikations- 
grades der einzelnen Konstruktionen nach Art von Lemoine behandelt. Die Lö- 
sungen zu den Aufgaben befinden sich am Schluß des Werkes. W. Burau. 

Timpanaro, Sebastiano: Le interpretazioni della geometria non euelidea. Atti 
III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 252—253 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 36, 102. 


Algebraische Geometrie: 


Galafassi, Vittorio Emanuele: Omeomorfismi algebriei fra iperspazi reali. 
Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 130—138 (1951). 

Die Frage der reellen algebraischen Transformationen 7 zwischen zwei reellen 
Räumen $,, S/, die im reellen Gebiete eineindeutig und singularitätenfrei sind (also 
Homöomorphismen sind), ist bis jetzt sehr wenig behandelt worden. Im kom- 
plexen Gebiete betrachtet, kann die gegebene Transformation T sowohl einein- 
deutig als auch mehrdeutig sein. Ist 7’ eine Cremonasche Verwandtschaft zwischen $, 
und S/, und ist der reelle Teil von T ein Homöomorphismus, so muß zunächst die 
Ordnung von T eine ungerade ganze Zahl sein. So, fürr = 2, istn = 5 die kleinste 
Ordnung (Kollineationen ausgeschlossen) einer Cremonaschen ebenen Verwandt- 
schaft, die im reellen Gebiete homöomorph ist; das Ziel wird nur erreicht, wenn 
die Kurven C® der beiden homaloidischen Netze sechs paarweise konjugiert- 
imaginäre Doppelpunkte aufweisen. Für ein beliebiges ungerads r= 20 +1 
hat die gewünschte Eigenschaft die Transformation, in welcher zwei entsprechende 
Punkte P, P’ konjugiert in bezug auf eine nullteilige Quadrik sind und so daß 
die Gerade PP’ zwei windschiefe konjugiert-imaginäre Räume 8, stützt. Es ist 
klar, daß die Produkte von einer beliebigen Anzahl von Transformationen solcher 
Art die gewünschte Eigenschaft immer besitzen. Schließlich ein Beispiel einer 
algebraischen (a, ß)-Verwandschaft zwischen S, und S/, die im reellen homöo- 
morph ist. Durch geeignete Produkte kann man auch erreichen, daß der reelle 
Teil einer («, ß)-Korrespondenz mit dem reellen Teil einer beliebigen Cremona- 
schen Transformation homöomorph sei. E. Togliatti. 

Dedö, Modesto: Determinazione topologiea di molteplieitä. Ist. Lombardo 
Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 79—90 (1951). 

L’A. da un significato topologico al concetto di molteplieit& di un punto 
unito isolato per una trasformazione cremoniana tra piani sovrapposti. Preeisa- 
mente egli riconduce tale molteplieita al numero (intero) di avvolgimenti di una 
varietä tridimensionale chiusa orientata in S, rispetto ad un punto dell’ S, stesso; 
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numero definito a partire dall’integrale — esteso alla varietä — dell’elemento di 
angolo solido sotto cui & visto dal punto l’elemento della varietä stessa. — La 
molteplieita cosi definita ha carattere additivo, nel senso che se un punto unito 
isolato € limite di altri due, la sua molteplicit& risulta la somma delle molteplieitä 
degli altri due. — Dal primo significato topologico I’A. deduce un secondo in base 
al quale la molteplieita di un punto unito & data come numero di avvolgimenti 
di una linea chiusa di S, rispetto ad un’altra linea dello stesso tipo. — Infine dai 
suoi teoremi l’A. deduce una regola per il calcolo di tale molteplieitä, analoga 
alla nota regola di Halphen-Zeuthen che vale per le corrispondenze tra forme 
di prima specie sovrapposte. — I risultati valgono anche per trasformazioni ana- 
litiche regolari, ed anche per trasformazioni non analitiche le quali siano ridu- 
eibili per continuit& nell’intorno di un punto unito a trasformazioni analitiche 
regolari. C. Manara. 

Derwidue, L.: Sur une transformation er&monienne. M&m. Soc. Roy. Sei. 
Liege, IV. Ser. 11, Nr. 3, 33 p. (1951). 

Etude d’une transformation er&monienne ayant pour variet& fondamentale 
une variete donnee & priori par ses &quations de Öayley-Halphen. Application 
a ‚l’etude des varietes fondamentales des transformations birationnelles analo- 
gues aux courbes fondamentales de seconde espece, consider&es par l’A. dans deux 
memoires (ce Zbl. 26, 70). L. Godeaux. 

Masotti Biggiogero, Giuseppina: Caratterizzazione di singolaritä della curva 
hessiana. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 444—458 
(1951). 

Proseguendo una ricerca precedente (questo Zbl. 39, 377) I’A. studia il com- 
portamento della curva hessiana di una curva algebrica piana in un punto r-plo 
(r >2) origine di una serie di s (> 2) punti r-pli infinitamente vieini succedentisi 
sopra un ramo lineare nonche dialtre singolarita un pö piu complicate. F. Gaeta. 

Masotti Biggiogero, Giuseppina: Sulla eomposizione delle singularitä della 
hessiana. Ist Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 354—364 
193B): 
re, stesso ordine di idee della nota precedente, l’A. ritiene che le analisi 
minutissime a cui conduce il problema consigliano la ricerca di metodi per ridurre 
„casi nuovi e complessi“ ad altri piü semplici gia noti. Si espongono alcuni resultati 
ottenuti con questo metodo. F‘. Gaeta. 

Tibiletti, Cesarina: Gruppo eoncentrato di intersezioni di due eurve algebriche. 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 29—47 (1951). 

Ein Schnittpunkt P zweier ebenen Kurven 9 =0 und 9 = 0 von höherer 
Multiplizität kann immer als Grenzlage von i einfachen Schnittpunkten zweier 
benachbarten Kurven angesehen werden. Das System von i Bedingungsgleichungen 
für die Koeffizienten eines Polynoms, das die i einfachen Schnittpunkte enthält, 
geht in der Grenzlage wieder in ein System von : linear unabhängigen Bedingungs- 
gleichungen für den Punkt P über (die bekannten Hilbertschen Gleichungen des 
entsprechenden Primärideals). Verf. zeigt, daß dieses System alle formalen Eigen- 
schaften besitzt, die notwendig sind, um von einer in P „konzentrierten“ Gruppe 
von i Schnittpunkten sprechen zu können. Ferner sind diese Bedingungsgleichungen 
auch äquivalent mit den Noetherschen Bedingungen dafür, daß ein Polynom in 
der Form Ap + By mit formalen Potenzreihen A und B geschrieben werden 
kann. — Die Bedeutung dieser Arbeit liegt vor allem darin, daß sie, ausgehend 
von der klassischen Richtung der algebraischen Geometrie, die Hilbertschen Glei- 
chungen als charakteristisches Kennzeichen für mehrfache Schnittpunkte heraus- 
arbeitet, und so, ohne sich dessen Rechenschaft zu geben, in Übereinstimmung 


kommt mit den seit langem von der Idealtheorie angenommenen Grundsätzen. 
W. Gröbner. 
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Tibiletti, Cesarina: Il teorema generale del’ Ay + BY dedotto da un eomputo 
di eostanti. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend. Cl. Sei. mat. natur. 84, 300—304 
1951). 
Bu dem in der vorausgehenden Arbeit gebildeten Begriff der in einem Punkte 
„konzentrierten Gruppe‘ von einfachen Schnittpunkten kann Verf. den Noether- 
schen Fundamentalsatz in seiner nur für einfache Schnittpunkte geltenden Formu- 
lierung allgemein aussprechen. Der Beweis wird durch eine Konstantenabzählung 
nach ©. A. Scott geführt. Verf. erwähnt einige Beziehungen zur Theorie der 
Polynomideale, ohne aber auf die viel allgemeineren und einfacheren Herleitungen 
des Noetherschen Fundamentalsatzes für n Variable hinzuweisen, die zuerst von 
J. König (1903), dann von E. Lasker (1905) und F. S. Macaulay (1916) aus- 
gearbeitet worden sind. W. Gröbner. 

Masotti Biggiogero, Giuseppina: Sopra un teorema di Liouville. Ist. Lom- 
bardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 735—752 (1951). 

J. Liouville hat im Jahre 1841 gefunden, daß die Summe 8 = I cotgr;, 
wo 7; die Winkel, unter welchen zwei ebene algebraische Kurven F”, ©” sich 
schneiden, nur von den unendlich fernen Punkten von F und ® abhängt; mit 
diesem Satze haben sich auch andere Mathematiker beschäftigt (Chasles, Hum- 
bert, Genese, B. Segre). Hier gibt Verf. einen neuen Beweis des Liouville- 
schen Satzes; es wird zunächst vorausgesetzt, daß D” einen Büschel mit n festen 
unendlichfernen Basispunkten beschreibt; die Summe $ ist dann eine rationale 
singularitätenfreie Funktion des Parameters } des Büschels und somit eine Kon- 
stante. Der Schritt zu einer beliebigen D* mit gegebenen unendlichfernen Punkten 
liegt auf der Hand. Es folgen verschiedene Anwendungen. Es werden dann die 
Bedingungen gefunden dafür, daß die Summe S einen gegebenen Wert für eine 
gegebene Kurve F” hat; man findet, daß n — 1 von den unendlichfernen Punkten 
von D" nach Belieben gewählt werden können, während der übrige nur m gewisse 
wohlbestimmte Lagen annehmen darf. Es wird schließlich bewiesen, daß die 
Kurven F”, welche, von allen Kurven ®" einer gegebenen Ordnung n geschnitten, 
für 8 einen konstanten Wert liefern, nur diejenigen Kurven sind, deren m unend- 
lichferne Punkte sich unter den zwei Kreispunkten verteilen. E. Togliatti. 

Manara, Carlo Feliece: Sur une d&monstration d’irreduetibilite. Bull. Soe. Roy. 
Sci. Liege 20, 675—676 (1951). 

L’A. complöte une demonstration sujette & critique deB. d’Orgeval (ce Zbl. 
44, 169) faisant suite ä une note de l’A. (ce Zbl. 42, 152) au sujet de l’existence 
d’une quartique irreductible possedant 14 cuspides et deux noeuds. 

B. d’Orgeval. 

Masotti Biggiogero, Giuseppina: Intorno ad aleune proprietä delle trasversali. 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 538—552 (1951). 

L’A. stabilisce aleune proprietä dei punti del gruppo jacobiano di un fascio 
di curve algebriche piane d’ordine n, e ne deduce dei teoremi, di eui sono casi. 
particolari noti teoremi di Newton e di MacLaurin sulle trasversali. — Deter- 
mina relazioni tra i segmenti di una retta compresi tra le sue intersezioni con 
due curve del fascio e collega queste relazioni con teoremi di Liouville e Reiss: 
Accenna alle proprietä e costruzioni che da queste relazioni si possono dedurre 
per le curve algebriche piane. M. Piazolla- Beloch. 

Bonera, Piero: Un problema sulle quintiche gobbe razionali. Ist. Lombardo 
Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 475—480 (1951). 

Considerando una quintica razionale 0° di S, con quattro punti di iper- 
osculazione come la proiezione di una quintica razionale normale di S, dalla retta 
comune a quattro iperpiani oseulatori, I’A. stabilisce, con un agile calcolo, che: con- 
dizione necessaria e sufficiente affinch& una quintica siffatta abbia un nodo & che 
51° — 26.35? = 0 essendo i,j gli invarianti quadratico e eubico della quartica 
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binaria definita su C® (quale ente 00! razionale) dai quattro punti di iperoscula- 
zione. L’A. dimostra una congettura di E. Ciani, secondo la quale se la 05 possiede 
un nodo, ne possiede anche un altro (e non piü). A. Andreotti. 
Bonera, Piero: Sestiche gobbe razionali dotate di quattro punti di iperoseulazione 
e di nodi. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 753—762 (1951). 
Con procedimento analogo a quello giä& adottato altrove (rec. preced.) 
per le quintiche razionali, !’A. stabilisce che la condizione invariantiva affinche 
una sestica razionale di S, con quattro punti di iperosculazione abbia un nodo 
© che j(2 52° — 3.7372) (52-7243 —2.3-13372) = 0 (essendo- i,j gli inva- 
rianti quadratico e. cubico della quaterna di iperosculazione). In corrispondenza 
all’annullarsi del primo, secondo, terzo dei fattori al primo membro risulta: 
1° i quattro punti di iperosculazione formano gruppo armonico, la sestica ha 
quattro nodi; 2° i quattro punti di iperosculazione hanno birapporto — 2, la 
sestica possiede due nodi; 3° i quattro punti di iperoseulazione hanno birapporto 
— 3, la sestica ha un sol nodo. A. Andreotti. 


Andreotti, Aldo: Le serie lineari sopra una retta multipla ed in particolare 
sopra una retta doppia. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 135—137 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 35, 225. 

Pompilj, Giuseppe: Per la caratterizzazione delle eurve di diramazione dei 
piani quadrupli. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 
125—126 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 39, 378. 


Masotti Biggiogero, Giuseppina: Sulla earatterizzazione delle eurve di dira- 
mazione dei piani quadrupli. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 127—1283 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 280. 


Marchionna, Ermanno: Estensione di un teorema di Halphen. (Relativo a 
eurve gobbe intersezioni complete.) Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. 
natur. 83, 137—158 (1951). 

L’A. tratta dei due teoremi seguenti: 1° La generica proiezione piana di una curva sghemba 
Tr» d’ordine u - v intersezione completa di due superficie #*#, F”, di ordini 4, v» aventi un punto 
comune O0 di molteplicita h, k rispettivamente ed i cui coni tangenti non abbiano ivi parti 
comuni, € una curva che ha i punti doppi apparenti sopra una curva d’ordine (u— 1) vw — 1) 
passante per la proiezione di O con molteplieitä (A — 1) (k — 1). 2° Una curva sghemba I” 
d’ordine u» con un punto O h- k-uplo che dia per proiezione piana generica una curva ji cui 
punti doppi apparenti stiano sopra una curva d’ordine (# — 1) (v — 1) passante per la pro- 
jezione deO con molteplieitä (h— 1) (k— 1) & intersezione completa di due superficie F*, Fr, 
d’ordine u, v aventi in molteplicitaä comprese fra h, k. — La dimostrazione del primo teorema 
discende da semplici considerazioni geometriche. Il secondo teorema non sembra corretto. 
Ad esempio, la curva 12? diS, (u=6,v—=-7,h=k= 1) d’ordine 42 imagine proiettiva 
una curva piana del 21° ordine senza punti multipli (di genere p = 190) mediante la gj, sega- 
tavi da un generico sistema lineare 00° di coniche, non 6 intersezione completa di due super- 
ficie, in quanto i piani segano una serie incompleta [cfr. Severi, Rend. Circ. mat. Palermo 
27, 84 (1903)]. La proiezione piana di /'& una curva del 42° ordine con 630 punti doppi che 
stanno sopra una curva d’ordine 30 = (6 — 1) (7 — 1), dato che le aggiunte d’ordine 39 se- 
“ gano la g!‘} canonica e questa contiene totalmente il 9-uplo delle sezioni rettilinee, sicche una 
aggiunta che contenga 9 generiche di queste si spezza in 9 rette ed in una curva d’ordine 30 
contenente i punti doppi. Le superficie d’ordine 6 + 7 — 4 — 9di 8, segano sopra I”? gruppi 
canonici. Le condizioni sotto le quali il teorema conserva validitä sono state dall’ A. precisate 
in una successiva nota dietro la nostra communicazione dell’ es. precedente. A. Andreotti. 


Marchionna, Ermanno: Condizioni caratteristiche perchd una eurva sia di 
diramazione per un piano multiplo. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., C]. Sci. mat. 
natur. 83, 655—664 (1951). 

L’A. si propone di dimostrare il seguente teorema: condizione necessaria e sufficiente 


affinch® una curva piana 9, sia di diramazione per un piano (u — h)-uplo (proiezione di una 
_ superficie d’ordine « da un suo punto h-uplo e del resto generale), & che l’ordine n il numero ö 
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dei nodi, quello % delle cuspidi verifichino le relazioni 
n=ulu— 1) —r ir = al Se 1); 
=tsn tu —2)(u—3)—n —2rlu—h— 3), 
k=nlu— 2) + ru Rs); | 
indicati poi con K, D’, R, T, Z i gruppi delle cuspidi di @., delle coppie di punti sovrapposti 
nei punti doppi, un gruppo rettilineo, un gruppo effettivo di h(h-+-1) punti semplici, un gruppo 
di punti distinti da quelli di 7, si abbia: 
Kew-2)Rı (un AT, 
a 
Re T=2. 
La dimostrazione riposa su di una estenzione di un teorema di Halphen che non & corretta 


in generale, ma che tuttavia pel caso che qui interessa conserva la sua validitä (cfr. I Fe 
A. Andreofti. 


Marchionna, Ermanno: Sull’intersezione di due superfieie aventi un punto 
eu in ecomune. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 83, 
290—296 (1951). 

Marchionna, Ermanno: Caratterizzazione di curve gobbe segate da certe super- 
|tieie seconda gruppi canonici. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 
[84, 139—142 (1951). 

Data una curva gobba I” con un punto O hk-uplo, l’A. dimostra (la Nota) 
che: condizione necessaria e sufficiente affinche le superficie d’ordine u +v —4 
passanti per O con molteplieitä h -H k — 2 (supposte esistenti) seghino fuori di O 
gruppi canonici & che la proiezione piana generica di /*” abbia i punti doppi 
apparenti sopra una curva d’ordine (u — 1) (v — 1) passante per la proiezione 
di © con molteplieitä (k — 1) (k — 1); o che (2a Nota) la proiezione da O di / 
(supposta semplice) abbia i punti doppi apparenti sopra una curva d’ordine 
(u —1) (v — 1) passante pel gruppo traccia delle tangentia /*” in O contato - 
u+v—h—k-—2volte. Il teorema 4° della prima Nota va enunciato con qualche 
restrizione (cfr. rec. penultima). - A. Andreotti. 

Tibiletti, Cesarina: Construzione delle eurve multiple risolubili prive di punti 
di diramazione: Caso generale. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. 
natur. 83, 619—636 (1951). 

L’A. donne la construction de toutes les fonctions 2(%, y) & groupe de mo- 
nodromie r&esoluble /' definies sur la surface de Riemann R relative & une courbe 
f(x, y) = 0, ayant des substitutions donnöes (de /') le long de eycles de R, et pri- 
v6es de points de diramation. Cette construction est ramenee & celle des courbes 
multiples ayant le nombre de branches &gal & celui des operations du groupe 
correspondant, ce qui constitue le premier probleme r&solu par ’A. L. Godeaux. 

Orgeval, Bernard d’: La representation des plans multiples et lenombre maximum 
des points doubles d’une surface alg&ebrique. Ann. Inst. Fourier 2, 165—171 (1951). 

L’A. examine le probleme du nombre maximum de points doubles coniques 
d’une surface alg&brique de l’espace ordinaire en liaison avec les formes dege- 
nerees des courbes de diramation des plans multiples, suivant les möthodes de 
Chisini. Pour les surfaces d’ordres n = 2, 3,4,5, il trouve respectivement les 
nombres 1, 4, 16, 34 (nombre de Basset). Dans le cas general, il trouve des limites 
inferieure et superieure. Il ötudie egalement le cas d’une surface d’ordre 2n poss6- 
dant une conique n-uple. L. Godeaux. 


Severi, Franceseo: Fondamenti per la geometria sulle varietä algebriche. II. 
Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 32, 1—81 (1951). 

Hier wird ‚eine gründliche und umfassende Darstellung der Theorie der algebraischen 
Mannigfaltigkeiten höherer Dimensionen (d > 2) in der klassischen Richtung dargeboten, die 
durch die grundlegenden Arbeiten von M.Noether [Math. Ann. 2, 293—316 (1870) und 
8, 495 —533 (1875)] vorgezeichnet und sodann hauptsächlich durch die Arbeiten von €. Se gTes 
G.Castelnuovo, F. Enriques und des Verf. ausgebaut worden ist. Insbesondere schließt 
die vorliegende Arbeit an eine frühere desselben Titels und desselben Verf. an [Rend. Cire. 
mat. Palermo 28, 33—87 (1909)]. Sie gliedert sich in zwei Abschnitte, von denen der erste 
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(881-2) die linearen Systeme behandelt, die von Hyperflächen auf einer V, des S4+1 aus- 
geschnitten werden. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Va als Singularität höchstens eine 
einfache, reine Doppelmannigfaltigkeit D der Dimension d— 1 habe. Eine D enthaltende 
Form heißt subadjungiert. Die subadjungierten Formen einer gegebenen Ordnung schneiden 
ein vollständiges lineares System aus, und das auch dann noch, wenn ihnen die Bedingung 
auferlegt wird, durch eine vorgegebene Hyperfläche F zu gehen. Daraus folgt in gewöhnlicher 
Weise der Eindeutigkeitssatz und der Restsatz. Verf. führt nun die zu einer Vollschar | A| ge- 
hörige Jacobische Schar |A;| ein, indem er die für Kurven und Flächen gewohnten Über- 
legungen auf d Dimensionen überträgt, und leitet die Äquivalenz (A + B,; = A, +(d+1)B= 
B;+(d+1)4A ab; nun kann das „unreine kanonische“ System definiert werden: Ra 
|4;— (d +1) A|. Die Anzahl der linear unabhängigen K ist das geometrische Geschlecht 
Pi von Va. Eine zweite Methode, das kanonische System zu konstruieren, wird durch die zu d 
linearen Büscheln gehörige Jacobische Form und das adjungierte System nach Enriques 
geliefert; diese Methode kann noch auf mehrfache Weise variiert werden. Bei birationalen 
Transformationen geht |A;| in |A; + E| über, wo |A;| das zum transformierten System | A| 
gehörige Jacobische System und Z die bei dieser Transformation entstehenden ausgezeich- 
neten Mannigfaltigkeiten, jeweils mit gehöriger Multiplizität gerechnet, bedeuten. Dement- 
sprechend enthält das „unreine kanonische“ System K einer V;, falls es effektiv ist, sämt- 
liche ausgezeichneten Hyperflächen, welche deshalb nur in endlicher Zahl auftreten können; 
das von diesen festen Bestandteilen befreite System heißt das „reine kanonische‘‘ System. 
Seime Dimension ist wieder P und absolut birational invariant. — Der zweite Abschnitt 
($$3—6) handelt vom arithmetischen Geschlecht und den virtuellen Charakteren von Unter- 
mannigfaltigkeiten einer Va. Das arithmetische Geschlecht einer Va der Ordnung m ist einer- 
Bee 
e ‘ — o(m — d — 2; D), wo o(l; D) die Postula- 
tionsformel der Doppelmannigfaltigkeit D ist. Andererseits besitzt eine (nicht notwendig 
d . 
I+d— 
irreduzible) V, selbst eine Postulationsformel der Gestalt: o(l; Va) = e3 ki | : ; il: Verf. 
i—=0 a 
setzt k = (- 1 (p-ı +9), P-ı =1 und nemt a» = (-1 (on +kı +" +ka— 1) das 
„virtuelle arithmetische‘“ Geschlecht von Vs; pa-ı ist dann das virtuelle arithmetische Ge- 
schlecht des Schnittes von V„ mit einem allgemeinen linearen Raum, analog pa-2, ..., ?o- 
Wenn Vz; irreduzibel und singularitätenfrei ist, so ist 9a das „effektive arithmetische‘‘ Ge- 
schlecht. Über die beiden Probleme, ob ps eine absolute birationale Invariante und ob immer 
Pi = pa ist, so wie es für d= 1,2, 3 bewiesen wurde, liegen vielfache Untersuchungen vor: 
u.a. L. Roth (dies. Zbl. %. 226; 1%, 312; 13, 33; 16, 223), J. A. Todd (dies. Zbl. 9, 324; 1%, 
185), H.T. Muhly und O. Zariski (dies, Zbl. 41, 84). Verf. schlägt hier einen neuen Weg ein: 
er ‚bestimmt zunächst die virtuellen Charaktere eines linearen Systems, einer Summe von 
zwei oder mehr linearen Systemen und von einer beliebigen virtuellen Mannigfaltigkeit auf 
der Vz. Sodann definiert er die ‚virtuelle Dimension‘ eines linearen Systems | A|. Mit diesen 
Hilfsmitteln können zwei wichtige Hilfssätze über die Vollständigkeit eines linearen Systems 
und der Satz, daß das effektive arithmetische Geschlecht 9, einer singularitätenfreien Va 
gegenüber regulären (d.h. ausnahmslos eineindeutigen) birationalen Transformationen in- 
variant ist, bewiesen werden. Dasselbe gilt auch für P3. Für die Gleichung Pg = pa wird ein 
Beweis skizziert, dessen genaue Ausarbeitung später veröffentlicht werden soll. Bezeichnen 
@: =g(K*-*) die virtuellen Charaktere des ‚‚unreinen kanonischen“ Systems, so gilt die wich- 
tige Beziehung: | & — wı + —--- +(- Dim a+d+-YDt=PR+(- Yrım- 
rl 12]2%. W. Gröbner. 
Severi, Franceseo: Complementi bibliografiei ai „Fondamenti per la geometria 
sulle varietä algebriehe. IF“. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 33, 1—3 (1952). 
Verf. trägt zu seiner Abhandlung (siehe vorsteh. Referat) die Erwähnung 
- und kritische Besprechung einiger Arbeiten nach, welche sich mit der Postulations- 
formel und dem arithmetischen Geschlecht von algebraischen Mannigfaltigkeiten 
befassen. Es sind dies: R. Torelli [Ann. Mat. pura appl., III. Ser. 18, 81—89 
(1911), G. Albanese [Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 4, 153—1S4 (1927)], 
J. A. Todd und E. Maxwell (dies. Zbl. 17, 420), B. Segre (dies. Zbl. 8, 410). 
W. Gröbner. 


Zappa, Guido: Alla ricerca di nuovi significati topologiei dei generi geometrico 
e aritmetico di una superfieie. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Set- 
_ tembre 1948, 133—134 (1951). 
Vgl. dies. Zbl. 41, 480. 


seits definiert durch die Formel: Pi = 
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Gaeta, Federico: Sull’esistenza di una serie infinita diseontinua di trasforma- 
zioni razionali in s® sopra ogni superfieie di genere lineare P(1) = 1 con un faseio 
di eurve ellittiche di genere uguale alla irregolaritä. Ist. Veneto Sci. Lett. Arti, 
Atti., Cl. Sci. mat. natur. 109, 135—139 (1951). 

L’A. osserva che sopra una superficie F algebrica di genere lineare Pe 1 
contenente un fascio di curve ellittiche {C}, di determinante d, esiste una infinita 
discontinua di trasformazioni razionali che la mutano in s&: le trasformazioni 
ottenute associando ad ogni punto P di F quel punto X della curva (' per P tale 
che: (nd —-1)P+X=n(0,D);(n=1,2,...) sopra C, essendo D una d-secante 
le curve di {C}. Tali trasformazioni danno luogo ad involuzioni di ordine (n d = 1)? 
sopra F con un numero finito di coincidenze, non generabili con trasformazioni 
birazionali della superficie in se, se il genere del fascio {C} e uguale all’irregolarit& 
di F. A. Andreotti. 

Derwidue, L.: Sur les points unis des involutions eycliques. M&m. Soc. Roy. 
Sci. Liege, IV. Ser. 11, Nr. 5, 52 p. (1951). 

Expose d’une methode d’&tude des points unis des involutions eycliques 
appartenant & une variete algebrique irr&ductible V;. On montre qu’il n’est pas 
restrietif de supposer V7. privee de singularites et l’involution / engendree sur V 
par une homographie de l’espace ambiant, de m&me periode que /. On definit 
la notion de groupe multiple de / par rapport & un systeme lineaire |F| compos6 
au moyen de I. En rapportant projeetivement les vari6tes F aux hyperplans 
d’un espace de dimension convenable, on obtient une image W de I dont les 
singularitös correspondent aux groupes multiples de /. On transforme W en 
reduisant ces singularites en une variet6E W,. Aux sections hyperplanes de W, 
correspond sur V un systeme lineaire |D| dont, par Elimination de la base, on 
deduit l’existence d’un modele V, de V, sans singularites, sur lequel les points 
unis de / forment un nombre fini de varietes irr&ductibles, a k — 1 dimensions, 
ne se rencontrant pas peux a deux. Application aux cask = 2,3. L. Godeauz. 

Godeaux, Lucien: Sur quelques surfaces algebriques repr6esentant des involutions 
eyeliques. IV. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 37, 1106—1119 (1951). 

Etude des surfaces d&ja considerees (ce Zbl. 44, 168), pour le cas v=3n-+1. 
La surface image de l’involution a alors les genres 9, = p,=n, p! =4n —5, 
P,=5(n — 1). Le systeme canonique est forme de n — 1 courbes elliptiques 
appartenant & un faisceau lineaire et d’une courbe rationnelle fixe dont le triple 
appartient au dit faisceau. B. d’Orgeval. 

Benedicty, Mario: La base sulla varietä di Segre e su quella dei gruppi non 
ordinati di un dato numero di punti di uno spazio lineare. Atti III. Congr. Un. 
Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 138—139 (1951) 

Vgl. dies. Zbl. 40, 82. 

Morin, Ugo: Sulle varietä eontenenti una congruenza di eurve razionali. 
Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 145—146 (1951). 


Predonzan, Arno: Sul sistema degli spazi lineari S, e sulla rappresentazione 
parametrica della varieta V? intersezione completa di piü forme del’S,. Atti 
III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 149—150 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 36, 377, 33, 16. 


Olejnik, 0. A.: Über die Topologie der reellen algebraischen Kurven auf 
algebraischen Flächen. Mat. Sbornik, n. S. 29 (71), 133—156 (1951) [Russisch]. 

Die vorliegende Arbeit führt frühere Untersuchungen des Verf. weiter (s. Petrovski 
und Ölejnik, dies. Zbl. 35, 102). Es wird jetzt das topologische Verhalten einer reellen alge- 
braischen Kurve % untersucht, die als vollständiger Schnitt der Flächen 1(& 9,2) = UV und 
F(x, 9,2) = 0 von den Graden p und q definiert ist. Beide Flächen und ihre Schnittkurve 
werden singularitätenfrei vorausgesetzt, auch soll allgemeines Verhalten bez. der Fernebene 
vorliegen. Dann kommt es darauf an, das Verhalten der Funktion f(x, y,z) auf der Fläche 
F(x, y,z) nach den Methoden von M.Morse zu untersuchen. Das bedeutet, man hat die 
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kritischen Punkte dieser Funktion aufzusuchen. Durch unwesentliche Koeffizientenänderung 
erreiche man zunächst, daß für diese Punkte F,-+ 0 ist, so daß sie dann durch F = 0, 
F:fz— FF =0,F,fy— F,f: = 0 definiert werden. Durch weitere Abänderung der Polynome, 
wodurch die topologischen Verhältnisse nicht verändert werden, erreicht man dann, daß diese 
Punkte alle verschieden und also in der Zahl p(p + q — 2)? vorhanden sind. Nachdem diese 
und ähnliche Tatsachen in einigen Hilfssätzen bewiesen sind, ist das Wichtigste eine Ab- 
schätzung der Eulerschen Charakteristik der auf F = 0 gelegenen Punkte der Menge f>0. 
Die erhaltenen Abschätzungen sind für gerades und ungerades q verschieden, da im zweiten 
Fall noch die Zahl der Schnittpunkte mit der Fernebene hineinspielt. Für p = 1 erhält man 
aufs neue eine von Petrovski (dies. Zbl. 18, 270) erhaltene Schranke für die Zahl der Ovale 
einer ebenen Kurve. Bei p = 2 kommt heraus, daß eine Kurve auf einer Quadrik aus nicht 
mehr als 29? — q +2 Stücken bestehen kann. An einem Beispiel wird gezeigt, daß diese 
Schranke auch wirklich erreicht werden kann. W. Burau. 
® Coniorto, Fabio: Funzioni abeliane modulari. Vol. I: Preliminari e parte 
'gruppale. Geometria simplettica. (Istituto Nazionale di Alta Matematica.) Roma: 
Docet Edizioni Universitarie 1951. 453 p. Lire 3900.—. 

Das Buch, aus Vorlesungen am Istituto di Alta Matematica entstanden, behandelt zu- 
sammen mit seiner geplanten Fortsetzung die Theorie der Modulfunktionen »-ten Grades 
(Abelsche Modulfunktionen); der leitende Gesichtspunkt ist die Bedeutung dieser Theorie 
für die algebraische Geometrie, weniger die Zahlentheorie, von der aus Siegel die Theorie 
entwickelt hat. — In der Einleitung wird die Aufgabe der Theorie aus dem Spezialfalln = 1 
(elliptische Modulfunktionen) entwickelt. Kapitel I handelt von der Klassifikation der Körper 
von Abelschen Funktionen und der zugehörigen Riemann-Matrizen. Das führt — die Riemann- 

0, 
Matrizen » in der Normalform &® = (4-12), 4= " ganzzahlige Diagonal- 


On 
matrix, 6,=1,6,_,|d,, 2 symmetrisch mit positivem Imaginärteil, angenommen — auf die Gruppe 


DB 
der ganzzahligen Matrizen 7 von 2n Zeilen und Spalten mit ’MT’= M oder T = (c A mit 


BAD’ - DAB =0, 044’—-AAC=0, DAA’— BAC’ = A. Sie heißt die Modulgruppe Mu 
zum Niveau 4, für A = E ist das die Modulgruppe n-ten Grades von Siegel. Die von der alge- 
braischen Geometrie geforderte Berücksichtigung beliebiger Niveaus bringt gegenüber der 
Theorie von Siegel nur ganz unwesentliche Änderungen. Sorgfältig wird der Umstand dis- 
kutiert, daß zwei Riemann-Matrizen des gleichen Niveaus, die nicht durch Wt4 äquivalent 
sind, dennoch isomorphe Abelsche Funktionenkörper definieren können (Riemann-Matrizen 
mit mehreren linear unabhängigen Hauptmatrizen). Der größte Teil von Kapitel IL behan- 
delt die symplektische Gruppe (alle 7’ wie oben, aber mit beliebigen reellen Elementen), dabei 
kann J=E angenommen werden. Die Geometrie der symplektischen Gruppe — Transitivitätin 
ihrem Wirkungsbereich R aller symmetrischen 2 mit positivem Imaginärteil, Doppelverhältnis, 
invariante Metrik in R, Existenz und Eindeutigkeit der geodätischen Linie zwischen zwei 
Punkten — wird nach Siegel behandelt. Neu ist die genauere Untersuchung der Krümmungs- 
verhältnisse, insbesondere der Krümmung zweidimensionaler Flächenelemente durch einen 
Punkt P. Die Krümmung der Flächenelemente durch P liegt (bei geeigneter Normierung) 
zwischen O0 und —1. — 1 kann sie nur für charakteristische Flächenelemente sein, die fol- 
gendermaßen definiert werden: R ist ein Teil des komplexen In(n+ l)-dimensionalen Rau- 
mes. Ein komplexes Linienelement durch P definiert in R als Teil des reellen n(n + l)-dimen- 
sionalen Raumes ein zweidimensionales Flächenelement: solche Flächenelemente heißen 
charakteristisch. Das Maximum der Krümmung charakteristischer Flächenelemente durch P 
ist —1/n, 0 kann also die Flächenkrümmung nur für nicht charakteristische Flächenelemente 
werden. Kapitel Il enthält ferner die Untersuchung der symplektischen Transformationen 
"als Cremonatransformationen sowohl im komplexen $n(n-+ 1)-dimensionalen wie im reellen 
n(n + 1)-dimensionalen Raume, die Untersuchung der von den symplektischen T im Raume 
aller Matrizen T gebildeten algebraischen Mannigfaltigkeit und schließlich die Kennzeichnung 
der symplektischen Transformationen als umkehrbar eindeutige analytische Abbildungen von R 
auf sich. — Kapitel III bringt die Konstruktion des Fundamentalbereiches von Mu in R nach 
Siegel. Das beliebige A erfordert wieder einige Änderungen, die aber keine Mühe machen. 
Auch die Minkowskische Reduktionstheorie der quadratischen Formen wird entwickelt, wegen 
A nicht nur für die volle unimodulare Gruppe, sondern gleich für eine gewisse Untergruppe 
von endlichem Index. Es fehlt nur noch der Nachweis, daß von den Ungleichungen, die den 
Fundamentalbereich definieren, nur endlich viele wesentlich sind, er ist der Fortsetzung des 
Werkes vorbehalten, die vor allem die Theorie der Modulfunktionen »-ten Grades für belie- 
 biges A und ihre Anwendung auf die algebraische Geometrie bringen soll. M. Deuring. 


110 


Conforto, Fabio: Aleune osservazioni sulla teoria delle varietä quasi abeliane. 
Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 129—130 (1951). 
Vgl. dies. Zbl. 41, 368, 483. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Martinelli, Enzo: Geometria algebriea e geometria riemanniana. Atti III. Congr. 
Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 45—47 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 41, 295. 

Myers, 8. B.: Curvature of elosed hypersurfaces and non-existence of closed 
minimal hypersurfaces. Trans. Amer. math. Soc. 71, 211—217 (1951). 


Cartan a montr& quune surface V, fermee (suffisant differentiable) dans l’espace euclidien, 


positive, ce qui nous dit qu’il n’existe 


x : . 1 
E, possede au moins un point de courbure k = Es 
j 1 


1 Kg 
aucune V, minima ( = 0) fermee dans E,. L’A. generalise ces resultats au cas des 


1 I 
kl Ms ; 
espaces R,„ dans R„, en utilisant la notion de coordonnees geodesiques polaires. Etant donne 
un espace de Riemann (1) ds? = a,,(v) dv? dv? rapport6 & un systeme de coordonnees v!, ..., u” 
da 
1 — (.'D’autre 
ı Our 
part &tant donne un point P,, qui peut ötre uni & 0 par une geodesique g, sur laquelle n’existe 
aucun point conjugu6 & O, ce point est uniquement determine par la longueur r, de OP, et par 
les composantes nl,...,n% du vecteur unitaire tangeant & 9, en Oet la m&me propriete & lieu 
pour les points P voisins a P,. En posant ve =rnP(22,....,/”) ou 22, ..., /* est une parametri- 
sation r&guliöre de la sphere 7? 7? = 1 contenant 3, ondit quer, A2,.. ., sont des coordonnees 
polaires voisines & g,. Dans ces coordonnees la mötrique (1) devient ds? = dı? + hag(r, A) dA® dAP 
OnP ont ß 
_ 76 ‚ ce qui nous montre en tenant compte des (2) 
R e ar N ä oh 
qu’il en existe un voisinage N(O) de O ou la forme quadratique H(T, T) = —E T« TP est - 
r 


normales dans un point O(vl! =... = v* = 0), nous avons (2) a7,(0) = ö7, 


ou nous avons ha g(r,2)=1r? an, (rn) 


definie positive dans N (0) — ©. Cela fait, on trouve pour la courbure K(T) d’une facette plane 
definie par un vecteur tangent & g, et un vecteur orthogonal unitaire 7’, la formule 
1 62hgs 1 oh 
BAT) Rips Po Fo 200 emo r nen en, 

(T) 1816 > 98 NET +h T.T, DR, Dr DENE 
Comme le second terme du second membre est positif, il en resulte que si l’espace R, est & cour- 
bure non positive la forme H(T,T) est döfinie positive, done P, appartient & N(O). Si la cour- 
bure est constante et positive, =7?, les points conjugu6s sont au moins & distance r/p et l’on peut 

sin? pr 


choisir les coordonnees polaires de facon A avoir hug = b2g(2). Done dans un tel espace 


si la longueur de g, est < /p, la forme H(T,T)) est definie positive dans P,. Etant donne un 
R„_ı ferme& dans Rn; en utilisant les &quations de Gauss et celles de Codazzi, on montre que si 
R„ est complet, simplement connexe et les courbures des facettes planes sont non positives, 
les courbures relatives de A, (difference entre les courbures de R,_ı et E,„) sont en certains 
points positives, done il n’existe pas aucune hypersurface minimale fermee dans ces R„. La 
propriet& s’applique en particulier & l’espace E„ et ä l’espace hyperbolique H,„. Si l’espace Rn 
est & courbure positive (une hypersphere), on montre qu’il n’existe pas un V„_, minimale 
fermee dans une demisphere. Ces resultats d&coulent d’un theor&me general donne par I’A. 
qui dit que les courbures de Ricci en un point P d’une R„ minimale ne surpassent pas les 
courbures de Ricci de la variet& g&odösique tangente & R„ dans P. G. Vränceanu. 

Matsumoto, Makoto: Conformally flat Riemann spaces of elass one. J. math. 
Soc. Japan, 3, 306—309 (1951). 

In 1936 T.Y. Thomas (this Zbl. 15, 273, last Review) succeeded to 
characterize algebraically Riemann spaces to be of class one. The necessary and 
sufficient condition was expressed as the vanishing of certain resultant systems 
in terms of Riemann curvature tensor and its successive covariant derivatives. 
But practically it is very diffieult to write the resultant systems explicitly for 
general Riemann spaces. ©. B. Allendoerfer (Bull. Amer. math. Soc. 43 (1937)] 
could avoid this difficulty for Einstein spaces. The author obtains in this paper 
an analogous result for conformally flat spaces. The result is as follows: If an 
n (2 4)-dimensional Riemann space C„ with a positive definite fundamental 
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differential form is conformally flat and not of constant curvature, O\, is of class 


one if, and only if, the rank of the matrix (l;,) is >2 and 


Roved IacIoa — IadIoe lacha — Ina love 

Raise In; gie — Ing; nl - al;|=0, 

Roars IorIas — Ips Iar Ipr las — byshır 
where we have put 

1 R 
l; = u (Ri Ze eh) 9 

If we imbed such manifold in E”*+1, the rank of the determinant of the second 
fundamental form is n. — Besides this main result, the author also generalizes a 


 theorem of J. A. Schouten and gives another proof of H. W. Brinkmann’s 


theorem on the class number of conformally flat Riemann spaces.  $. Sasaki. 
Kuiper, Nieolaas H.: Sur les proprietes conformes des espaces d’Einstein. Centre 
Belge Rech. math., Colloque Geom. diff., Louvain du 11 au 14 avril 1951, 165—166 
(1951). 
Zusammenfassung einiger Ergebnisse einer früheren ausführlichen Arbeit (dies. 
Zbf. 41, 498). @. Lüders. 
Takeno, Hy6itirö: Theory of the spherically symmetrie space-times. I: Character- 
istie system. J. math. Soc. Japan, 3, 317—329 (1951). 


A spherically symmetric space-time is a 4-dimensional Riemannian space whose funda- 
mental form is reducible to 


(*) ds? = —A(r, t) dr? — B(r, t) (d6? + sin?9 d®?) + Or, t) di? 
where A, B, CO are any positive valued functions of r and t. J. Eiesland [Trans. Amer. math. 
Soc. %7, 213—245 (1925)] first defined this space-time as a space with the fundamental form 
3 3 
de—= — 2 made 3 G,dede (x =1) 
i,j=1l i=0 
of A 


which admits ordinary 3-dimensional group of rotations x Er (14278) 


as its group of motions (isometry). In this paper, the author gives a new characterization 
of such space-time. First he defines the spherically symmetric space-time as a 4-dimensional 


Riemannian space with the following properties: (I) Its curvature tensor satisfies the equation 


Kir = — 0 ag ou Br Bm] — 0 rin & mg + 0 Hratı Bit ßmg + © Yracı 9m) 

where a; and ß; are mutually orthogonal unit vectors (real or complex) satisfying 

Nn=0on + tn; — Apß)tohiß 

VBb=0Bby +rgy Hrn — Ph) +0 

BE A, a) 
and o(a =], 2, 3,4), 0, 0, x, % are scalars (real or complex determined from these conditions). 
(II) One of five scalars D and a — Kur” is such that its gradient vector is alinear combination 
of a, and ß;. (III) Oi 2 (22 — x?) = 0. (IV) The signature of the fundamental form is given 


by the type (— — — +) (gi; is always real). Then he shows that his definition is equivalent 
to Eiesland’s one by showing that ds? of the spherically symmetric space-time in consideration 


in the sense of the new definition can be brought into the form (*) by a suitable choice of the 


y 


PR 


f 


d 
be 


4 


ceoordinate system. He calls (&,, ß:) and (0, 0,0, x, *) characteristie vectors and scalars of the 
spherically symmetrie space in consideration and their totality (&, ßi, ..., *) a characteristic 
system and investigates the freedom of characteristic systems for a given spherically symmetric 
space. He gives several theorems on spherically symmetrie space-times which satisfy one of 


the following conditions: B = const, d = 6; B= const, ö = 0. Geometrical interpretation 

of the characteristic system is also given: for example, characteristic vectors a’ and ß’ are 

prineipal directions of the Ricei tensor K;;. oe N Sasaki. 
Pratelli, Aldo M.: Lavoro e flusso dei tensori emisimmetriei. Atti ILI. Congr. 


Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 168—169 (1951). 


Vgl. dies. Zbl. 41, 497. 
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Graiff, Franea: Sull’integrazione tensoriale negli spazi di Riemann a curvatura 
costante. Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 155—163 (1951). 
Verf. beschäftigt sich mit dem Problem der Integration der Gleichung 


V, Ur --. Br Tr,  h,83 


(wo T' das gegebene Feld von Affinoren, V den Operator der kovarianten 
Differentiation und U das gesuchte Feld von Affinoren bedeuten) in Riemann- 
schen Räumen S, von konstanter Krümmung. — Die Integrabilitätsbedingungen 
und zwar in allgemeineren Räumen (A, bzw. L,), wurden früher angegeben 
(Schouten, Gurevitsch). Für V, und V, wurde das Problem von J. Dub- 
now und A. Lopschitz gelöst. Für eine Z„ und r—=1 hat das Problem 
V. Hlavaty gelöst. — Verf. löst das Problem für beliebiges n >2 und für dee 
Fälle » =0,1,2 für beliebige Affinoren T. Für r >3 dagegen nur für symme- 
trische Affinoren (Tensoren). — Es ist interessant, daß (was früher für n = 2 
schon von Dubnow und Lopschitz bemerkt wurde) die Lösung des Problems 
für gerade r zur wesentlichen Integration führt, während für ungerade r die 


Lösung einen rein algebraischen Charakter besitzt. — In den Integrabilitäts- 
bedingungen sowie in den Lösungsformeln tritt der schiefsymmetrische Tensor 
ei" von Ricei auf. St. Gotab. 


Adati, Tyüzi: On subprojeetive spaces. I.—VI. Töhoku math. J., II. Ser. 3, 330— 
342, 343—358 (1951). Tensor, n. Ser. 1, 105—115, 116—129,. 130—136 (1951). 
Teil I dieser sehr reichhaltigen Serie s. dies. Zbl. 44, 187. Da 9, ein Gradient ist, gibt es 
stets Koordinaten &*%, in bezug auf welche die {un einer subprojektiven V, die Form 9,7, &* an- 
nehmen. Dies wird explizit erörtert in II $1. II $2 bringt sodann das Linienelement der sub- 
projektiven V„. In IL $3 handelt es sich um Hyperflächen mit lauter Umbilikalpunkten in 
einer Ö,, n > 3. Weiter beschäftigt sich diese zweite Arbeit mit den speziellen Formen der 
aus der Theorie der C', bekannten Größe L„z (hier —(n — 2) T,»und auch (n — 2) //„‚ genannt), 
die u.a. in Beziehung gesetzt wird zu konzirkularen Feldern und konformen Transformatio- 
nen, wobei sich eine große Anzahl von Sätzen ergeben. Die Hinreichendheit der Rachevsky- 
schen Bedingungen wurde von verschiedenen Autoren behandelt, aber stets für « = 0. Ill ent- 
hält eine Diskussion gerade des Falles «= 0, wo v*ein paralleles Feld wird. In III $ 5 schließen 
sich daran einige Erörterungen über subprojektive V„, die ein paralleles Feld enthalten, und es 
wird auch das Linienelement dieser V„ angegeben. Anschließend folgt in TIT$6 und 87 die 
Behandlung der subprojektiven V,„, die ein konzirkulares oder konkurrentes Feld enthalten. 
Der letzte Abschnitt enthält auch eine Einteilung der möglichen Fälle nach der Form von La. — 
Die Kapitel IV—VI sind der subprojektiven A, gewidmet. Der Wert dieser sehr gediegenen 
Arbeit wird etwas beeinträchtigt dadurch, daß man den Eindruck bekommt, daß manches 
wohl hätte einfacher gemacht werden können. Anscheinend hat der Verf. Schwierigkeiten 
mit seiner Notation. Wer Koordinatentransformationen durch Änderung des Kernbuchstabens 
angibt, darf dies nicht hin und wieder unterlassen, wie es in Theorem V 4.1 mit Z’ und & ge- 
schieht, wo es sich übrigens gar nicht um die Transformation einer Übertragung handelt, 
sondern nur um eine Koordinatentransformation. Es wird dadurch undeutlich, was eigentlich 
gemeint ist. Sollte es hier die Invarianz von u, und U„s, sein, so ist diese trivial, da diese 
Größen doch schon in (V 1.1) sofort als Konkomitanten der Krümmungsgröße hätten erkannt 
werden können. Trotzdem bringen auch diese Kapitel eine Fülle von interessanten Sätzen. 
In IV wird die Theorie in Beziehung gesetzt zu den subprojektiven Transformationen Yanos, 
und es wird insbesondere die Frage erörtert, wann &* > &* -— v* dt eine solche Transformation 
ist. N. u. h. ist natürlich, daß die Lie-Ableitung von ;, nach v* die Form 2 y „Ad, + yurv* 
hat. Für V„ war inI bewiesen, daß jede Übertragung, die sich in bezug auf irgendein Koordinaten- 
system in der Form I, = 29 (4A + Qua v* schreiben läßt, subprojektiv ist, vorausgesetzt, 
daß v* ein Torsen bildendes Feld ist. Für A, muß noch eine Bedingung hinzugenommen werden, 
und es werden eine Anzahl Bedingungen untersucht, bis sich schließlich in V (Theorem 4.3) 
ergibt, daß es genügt, wenn &* — &*+-v* dt eine subprojektive Transformation ist. Inzwischen 
haben sich manche Beziehungen zu den Yanoschen subprojektiven Transformationen ergeben, 
und diese werden in VI weiter erörtert. Namentlich handelt es sich darum, wann der Bivek- 


tor 0 dessen Verschwinden bekanntlich für die Volumtreue der Übertragung charakteri- 
stisch ist, sowie die Projektivkrümmungsgröße bei solchen Transformationen invariant sind. 
Es findet sich hier schließlich auch der Satz, daß eine subprojektive A, dann und nur dann 
projektiv euklidisch ist, wenn U,,,„ verschwindet, was übrigens sofort aus (V 1.1) ohne Ver- 
wendung subprojektiver Transformationen hätte abgeleitet werden können. J. A. Schouten. 
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| Kanitani, Jöyö: Sur la connexion affine admettant d’une mötrique. Mem. 
— Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 95—112 (1951). 

Verf. leitet Bedingungen ab dafür, daß eine affine Übertragung ein kovariant 
konstantes Tensorfeld g;; gestattet. Es werden einige notwendige Bedingungen 
abgeleitet. Es zeigt sich, daß diese Bedingungen, welche für n = 2 gleichwertig 
sind mit N. R;;;” = 0,R;;;*, für n = 2 auch hinreichend sind. Auch für n>2 ge- 
lingt es in verschiedenen ziemlich allgemeinen Fällen, hinreichende Bedingungen 
anzugeben: J. Haantjes. 


Petreseu, St.: Considerations sur les automorphismes des espaces Aa ä connexion 
affine sym6trique. Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. Sti., Sect. Mat., Fiz. 3, 
149—154, russische und französ. Zusammenfassgn. 154, 155 (1951) [Rumänisch]. 

Dans une Note anterieure [Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. Sti., Set. Mat., Fiz., Chim. 
2, 639 (1950)], !’A. a montr& que les espaces A, a connexion affine & torsion, peuvent ötre classi- 
fies en trois categories, suivant que leurs groupes de transformations de congruences döpendent 
de 2, 1 ou O fonctions arbitraires des variables x!, x? et en consequence possedent un groupe 
maximum d’automorphismes ayant 4, 3 ou 2 parametres, respectivement. La presente Note 
contient les r&sultats concernant le m&me probleme, en supposant que l’espace A, est sans 
torsion. Du point de vue formel, la classification obtenue ne differe pas de celle donnee pour 
les espaces A, & torsion. La difference essentielle qui se produit est contenue dans les formes 


caabniques auxquelles peut &tre röduite la connexion TY:(«) de l’espace, quand il admet un 
des groupes de transformations de congruences mentionnes, donc un certain groupe maximum 
d’automorphismes. — Ainsi, les espaces A, & connexion affine syme&trique & forme » degen6ree, 
se classifient de la maniere suivante: a) Espaces A, & groupe de congruences ds! — dst, 
ds’—=xds!+-ß ds’, ayant un groupe maximum d’automorphismes & 4 parametres. Ils admettent 
une forme de Pfaff invariante, differentielle totale exacte et sont caracterises par la forme 
Po Noel er I Oayee, 0—ict. 
b) Espaces A, a groupe de congruences ds! = ds!, ds? = x ds! +- ds?, dont le groupe d’auto- 
morphismes maximum est & 3 parametres. La forme de Pfaff invariante qu’ils admettent 
n’est plus uns differentielle totale exacte et ils sont caracterises par la forme canonique 
Tn=3®, 7, =-T,1ı = Th =SGe +4), I7,=0, In, = Tue, = 
ayecro,—icth, 0u,0.-—05.0u parılaiforme: canonique il, = I, = 0,2, = 1, = 17, = 5, 
IT, =I2 =1e#, IT} =10oe=* (o=ct). e) Espaces A, dont le groupe de congruences est 
ds! — ds!, ds® —= ds? qui ont un groupe maximum d’automorphismes a 2 parameötres, si les 
coefficients @, et yr. (a, b,c = 1, 2) sont constants. Autoreferat. 
Vränceanu, G.: Groupes de mouvement des espaces & connexion. Acad. Republ. 
popul. Romäne, Studii Cerc. mat. 2, 387”—433, russische und französ. Zusammen- 


fassgn. 434—438, 439—444 (1951) [Rumänisch]. 

Die Gruppe der Transformationen einer E,„ in sich hat n? -+n Parameter. Egoroff 
[Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 64, 621 (1949)] hat bewiesen, daß für eine L„ + En die 
Gruppe höchstens n? Parameter hat und daß die höchste Zahl für A„ nur erreicht wird im pro- 
jektiv euklidischen Falle. Vränceanu hat gezeigt, daß die Gruppe einer A,, die nicht projektiv 
euklidisch ist, höchstens n? — 2n + 5 Parameter hat (dies. Zbl. 34, 392). Fubini hat [Ann. 
Mat. pur. Appl., III. ser. 8, 39—81 (1903)] gezeigt, daß die Parameterzahl für eine VY„, n> 2, 
höchstens #n (n + 1) — list, und Egoroff (dies. Zbl. 38, 346) bewies, daß die Parameter- 


zahl für eine nicht Einsteinsche V„ höchstens Hi + lund für eine Y„n + Sn höchstens| 5 +2 


ist. Es wird in dieser Arbeit gezeigt, daß dieses letzte Resultat ein spezieller Fall des von Vran- 
ceanu (Legons de g&om. diff., S. 340) bewiesenen Satzes ist, daß die Parameterzahl für eine 


auf m reduzierbare V„ höchstens n + N ist, wobei N = | 5 + (e 5 er ) und daß dieses 
“ Maximum nur erreicht wird, wenn V, = Su X Su_m; 1 <m<n. Ferner wird bewiesen, 


daß die Parameterzahl für eine Einsteinsche V„ für 7>n> 4 höchstens M = 2 (}) +5 ist. 


Dieses Maximum wird für n = 6 erreicht für einen von Cartan angegebenen symmetrischen 
Raum. Für n>7 ist das Maximum M —1, und wenn n gerade ist, ist das Maximum zumindest 
n+4n?. N J. A. Schouten. 


Kanitani, Joyo: Sur le döveloppement d’une courbe dans un espace & connexion 
projeetive. Mem. Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 26, 31—43 (1950). 

Mittels einer analytischen projektiven Konnexion kann eine analytische 

- Kurve C auf eine Kurve C’ im Lokalraum eines ihrer Punkte abgebildet werden. 
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Für diese Bildkurve findet Verf. eine konvergente Reihenentwicklung. Daraus 
ergibt sich: Die Bildkurve C’ ist nur dann für jede geschlossene Kurve ( geschlossen, 
wenn der Raum eben (eine P,) ist. Gibt es in jedem Punkte des Raumes (R) für 
n>2 eine oskulierende P, mit einem Kontakt vierter Ordnung, so ist R selbst 
eine P,. Auch wird eine Bedingung angegeben dafür, daß die Konnexion eine 
affine ist. J. Haantjes. 

Ingraham, Richard L.: L’ennuple projeetif et l’unifieation des theories de 
’6leetromagnetisme de Weyl et de Veblen-Hoffmann. Ann. Inst. Henri Poincare 
12, 131—158 (1951). 


Bekanntlich kann man die Unifizierung der mechanischen und elektromechanischen Feld- 
gleichungen mittels einer Weylschen Übertragung und mittels einer projektiven Übertragung 
erreichen. Es wird hier gezeigt, daß sich diese beiden scheinbar wesensfremden Methoden unter 
einen Gesichtspunkt bringen lassen. Dazu muß natürlich die Weylsche Theorie projektiv ge- 
faßt werden, und es müssen in der projektiven Theorie orthogonale lokale Bezugssysteme ein- 
geführt werden, was ohnehin schon für die Behandlung der Spinoren nötig ist. Es wird der 
Formalismus von Veblen-Hoffmann benutzt. Die gefundenen Gleichungen werden aus- 
führlich diskutiert. In einem ersten Appendix wird die benötigte affine Übertragung berechnet. 
Der zweite Appendix befaßt sich mit der Krümmungsgröße für Spinoren, und im dritten Appen- 
dix wird die integrable Spinorübertragung erörtert. J. A. Schouten. 


Angewandte Geometrie: 


@ Gordon, V. und M. Semencov-Ogievskij: Lehrbuch der darstellenden Geo- 
metrie. 6. Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Lite- 
ratur 1951. 431 S. R. 12,— [Russisch]. 


Das Buch ist für Ingenieurschüler des Maschinenbaues und der mechanischen Technologie 
bestimmt. Dementsprechend ist sein Hauptteil dem Verfahren der zugeordneten Normalrisse 
gewidmet. Eine kurze Einführung in die Axonometrie bringt das für die Anfertigung anschau- 
licher Skizzen Erforderliche. Dagegen sind die Schattenbestimmungen und die Lehre von der 
Affinität zweier Ebenen nur anhangsweise kurz behandelt. — Im einzelnen legt eine Einleitung 
das Wesen der darstellenden Geometrie und der Zentral- und Parallelprojektion dar und 
würdigt die Verdienste G. Monges. Das erste und zweite Kapitel bringt dann die Darstellung 
von Punkten, Geraden und Ebenen in zugeordneten Normalrissen einschließlich der Lösungen 
der Grundaufgaben über Lagen- und Maßverhältnisse. Im dritten Kapitel folgen die Methoden, 
nach welchen Geraden und Ebenen in besondere Lagen gegenüber den Projektionsebenen 
gebracht werden können (Drehungen und Seitenrißbildungen), mit Anwendung auf die Lösung 
von Aufgaben. Das vierte Kapitel enthält die Darstellung ebenflächig begrenzter Körper, 
Kurven und krummer Flächen in zugeordneten Normalrissen. Behandelt werden Zylinder, 
Kegel, Torsen, Zylindroide, Konoide, allgemeine. windschiefe Regelflächen und krumme Nicht- 
regelflächen, darunter insbesondere Flächen zweiter Ordnung und Drehflächen. Im fünften 
Kapitel werden ebene Schnitte von Prismen und Pyramiden, die Schnittpunkte dieser Flächen 
mit einer Geraden und die Netzabwicklung ebenflächig begrenzter Körper konstruiert. Es 
folgen die ebenen Schnitte und Abwicklungen von Drehzylinder und Drehkegel, ebene Schnitte 
von allgemeinen Drehflächen und die Bestimmung von Schnittpunkten einer Geraden mit 
den genannten Flächen. Das sechste Kapitel bringt die für die Maschinenbauer wichtigen Auf- 
gaben über die Durchdringungen und Abwicklungen. Die ersteren werden für ebenflächig 
begrenzte Körper, Zylinder, Kegel, Kugel und Drehflächen durchgeführt. Für eben diese 
Flächen werden auch Schnittpunkte mit beliebigen Kurven bestimmt. In einigen Beispielen 
werden nicht abwickelbare krumme Flächen näherungsweise abgewickelt. Die Methode der 
zugeordneten Normalrisse schließt im siebenten Kapitel mit der Behandlung der Schrauben- 
linien und Schraubenflächen. Außer den zylindrischen Schraubenlinien werden auch konische 
und sphärische sowie solche auf allgemeinen Drehflächen betrachtet, dann die Regelschrauben- 
flächen und Schrauben. Im achten Kapitel über Axonometrie, dem letzten des Buches, werden 
nach der Anführung des Pohlkeschen Satzes die Grundtatsachen der schiefen und ortho- 
gonalen Axonometrie abgeleitet und die einfachsten Aufgaben in diesen Methoden gelöst. Dann 
werden die Darstellungsarten und ihre verschiedenen Sonderfälle zur Abbildung ebenflächig 
begrenzter Körper, Kreise und Kurven in den zu den Koordinatenebenen parallelen Ebenen 
ferner Zylindern, Kegeln und Kugein mit ebenen Schnitten und Durchdringungskurven 
angewandt. — Ein Anhang bringt einen Abschnitt über die Lösung von Aufgaben mit Hilfe 
einfacher geometrischer Orter, einen über die Ellipse, einen über die näherungsweise Bestimmung 
von Tangenten an ebene Kurven und einen über die Anwendung der affinen Abbildung zweier 
Ebenen, zur Lösung von Aufgaben. — Interessant ist der letzte Abschnitt des Buches. ein 
kurzer Überblick über die Geschichte der darstellenden Geometrie in Rußland. Von den ältesten 
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russischen Darstellungen, denen eine Projektionsmethode zugrunde liegt, und die in das 14. 
und 15. Jahrhundert zurückreichen, wird der Leser über die erste Einführung der darstellen- 
den Geometrie als Lehrgegenstand an Ingenieurschulen (1810), das Erscheinen der ersten 
Lehrbücher der darstellenden Geometrie in russischer Sprache, bis zu der hohen Entwicklung 
der darstellenden Geometrie nach der Großen Russischen Oktoberrevolution geführt. In dieser 
Periode lieferten bedeutende russische Gelehrte wichtige Beiträge zum Ausbau der modernen 
Abbildungsmethoden der darstellenden Geometrie, wie_ beispielweise N. A. Rynin (Kino- 
perspektive), B. N. Gorbunov, Ja. B. Sor, N. F. Cetveruchin (Vektor-Motor-Abbil- 
dungen). — Die Auswahl des in dem Buch behandelten Stoffes ist als für Maschinenbauer 
sehr glücklich zu bezeichnen. Der Vortrag ist ausführlich und leicht faßlich und wird durch 
zahlreiche sehr anschauliche axonometrische Skizzen der räumlichen Zusammenhänge wirk- 
sam unterstützt. Zur Übung für die Studierenden sind zahlreiche schöne Aufgaben beigegeben,. 
die vielfach an Raumformen durchzuführen sind, wie sie in den maschinenbaulichen Anwendun- 
gen auftreten können. Wünschenswert wäre, daß die eigentlich technischen Anwendungen 
unter den Beispielen und Aufgaben zahlreicher vertreten wären. Zur Methodik ist zu bemerken, 
daß dieVerff. bei der Anwendung der zugeordneten Normalrisse durchweg an der Angabe von 
Rißachsen festhalten und ihre Konstruktionsmethoden darauf abstellen (z.B. Verwendung 
von Ebenenspuren), obzwar in technischen Zeichnungen Rißachsen niemals angegeben oder 
benützt werden. Die rund 800 Abbildungen des Buches sind sehr klar und anschaulich durch- 
gearbeitet und deuten auf eine reiche Erfahrung der Verff. W. Schmid. 

Wrtilek, F.: Zur Tangentenkonstruktion an die Eigenschattengrenze einer 
Drehfläche bei Parallelbeleuehtung. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., 
Anzeiger 1951 (88), 36—40 (1951). 

Die Gerade t, die die Eigenschattengrenze s einer Drehfläche im Punkte P 
von s berührt, wird in der Regel mittels der in P vorhandenen Involution konju- 
gierter Flächentangenten dargestellt. Verf. verwendet an Stelle dieser Methode 
den Gedanken, s durch die in der Koinzidenzebene befindliche Kurve 5 zu ersetzen, 
deren Aufriß sich mit s’’ deckt. Die Tangenten von 5 können durch Darsteliung 
der (leicht angebbaren) Berührungskorrelation einer konoidalen Trägerfläche von s 
ermittelt werden; ihre Aufrisse ergeben unmittelbar die Aufrisse der Tangenten ? 
von 8. H. Horninger. 

@ Finsterwalder, R.: Photogrammetrie. 2. Aufl. Berlin: Walter de Gruyter &Co. 
1951. 

. Krames, Josef: Zur Geometrie der gegenseitigen Einpassung von Luftaufnahmen. 
Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. IIa 160, 113—128 (1951). 

In der vorliegenden Mitteilung werden einige geometrische Eigenschaften der während der 
„Hauptphase‘‘ des gegenseitigen Örientierens von Luftaufnahmen auszuführenden Bündel- 
bewegungen gegeben, deren Kenntnis neue Möglichkeiten eröffnet, die Genauigkeit der gegen- 
seitigen Einpassung über jene Bündellagen hinaus zu steigern, in denen keine meßbaren y-Par- 
allaxen mehr zu beobachten sind. Im wesentlichen handelt es sich um eine Verallgemeinerung 
des vom Verf. in Zusammenhang mit seinem graphischen Orientierungsverfahren vorgeschla- 
genen „linearen Interpolierens“. Während dort die Verhältnisse der gestichten Orientierungs- 
größen als bereits gefunden vorausgesetzt waren, können nunmehr diese Verhältnisse selbst im 
Wege einfacher linearer Operationen festgelegt werden. Die gegebene Parallaxenverteilung muß 


nur „geometrisch möglich‘ sein. — Schließlich wird vom Verf. noch angedeutet, wie seine Ergeb- 
nisse für praktische Anwendungen von Nutzen sein können. M. Piazzolla Beloch. 


@ König, R. und K.H. Weise: Mathematische Grundlagen der höheren Geodäsie 
und Kartographie. Bd. 1: Das Erdsphäroid und seine konformen Abbildungen. 
Berlin /Göttingen/Heidelberg: Springer-Verlag 1951. X VIII, 522 S. DM 46.—- 

Das Werk bietet eine gründliche Behandlung der konformen Abbildung des schwach 
abgeplatteten Drehellipsoids auf die Ebene und die Kugel und der damit zusammenhängenden 
Probleme. Die Fülle der Möglichkeiten, vor die sich der Leser zunächst gestellt sieht, gewinnt 
rasch eine feste Ordnung, sobald er sich an die konsequent durchgeführte Bezeichnungsweise 
gewöhnt hat. Die Abbildungen werden nach Einführung der dem Zwecke des Buches angemes- 
senen Variabeln nach funktionentheoretischen Methoden behandelt, und zwar im Großen; 
viele, großenteils zweifarbige Figuren erleichtern die qualitative Erfassung der Zusammen- 
hänge. Dadurch wird eine klare Übersicht über die verschiedenen, der quantitativen Auswertung 
dienenden Darstellungen der Abbildungsfunktionen gewonnen. Als solche werden nicht nur, 
wie auf diesem Gebiete üblich, Potenzreihen, sondern auch trigonometrische Entwicklungen 
benutzt, deren Bedeutung für die Geodäsie überzeugend hervortritt. Die Reihenkoeffizienten 
werden so weit ausgerechnet, wie es die für geodätische Rechnungen international vereinbarte 
Genauigkeit verlangt (t/ı0000 bei geographischer Breite und Länge). Die Behandlung der drei 
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Grundabbildungen, nämlich der verallgemeinerten normalen und transversalen Mercator- 
projektion und der Gauß-Krüger-Projektion, bildet die Grundlage, auf der die stereographi- 
schen und die Kegelprojektionen des Sphäroids sowie seine schiefachsigen Gauß-Krüger- 
Projektionen aufgebaut werden. Vollständig sind die Abbildungen auf die Soldnersche Kugel 
und hauptsächlich auf die Gaußsche Schmiegkugel durchgeführt. Als ein bedeutendes Beispiel 
für die Vereinfachungen, die sich aus der Auffassungsweise der Verff. ergeben, sei das folgende 
genannt: Zwei praktisch wichtige Aufgaben, die „Anfelderung der Koordinaten“ für den 
Zusammenschluß aneinanderstoßender Dreiecksnetze und der „konforme Übergang“ von 
einem Sphäroid auf ein anderes werden durch infinitesimale Abbildung des Sphäroids auf 
sich selbst und auf ein benachbartes gelöst. Ein weiteres Beispiel der Verknüpfung von sonst 
getrennt betrachteten Größen bilden Abbildungsverhältnis oder „Maßstab“ und Bild- 
verschwenkung oder „‚Meridiankonvergenz‘‘, die als Betrag und Amplitude einer komplexen 
Zahl auftreten. Kurz wird die Transformation isothermer Koordinatensysteme behandelt. 
Der Schlußabschnitt enthält eine Zusammenfassung der gebrauchten analytischen Hilfs- 
mittel. — Das Buch weist auf Grund der theoretischen Einsichten, die es vermittelt, neue 
Wege der vereinfachten Durchführung geodätischer Rechnungen unter Anwendung der mo- 
dernsten praktischen Verfahren. Es schreitet damit bewußt in der von den großen Mathema- 
tikern früherer Zeiten, besonders von C. F. Gauß eingeschlagenen Richtung der tiefen mathe- 
matischen Durchdringung der geodätischen Wissenschaft fort und gibt dadurch Impulse, die 
ohne Zweifel die führenden Geodäten, die ja auch sonst gewohnt sind, die neuesten Ergebnisse 
etwa der Physik und der Technik ihren Zwecken dienstbar zu machen, begierig aufgreifen 
werden. — Die im Vorwort gegebenen Hinweise auf den Inhalt des zweiten Bandes, der den 
Untertitel ‚„‚Grundprobleme der höheren Geodäsie“ führen und u. a. die geodätischen Linien 
und die beiden sog. Hauptaufgaben der Geodäsie behandeln soll, erwecken den Wunsch, daß 
er möglichst bald erscheinen möge. F. Löbell. 

Reicheneder, Karl: Nadirketten mit Streekenmessung. (Aeropolygonierung.) 
Veröff. geodät. Inst. Potsdam Nr. 6, 41 S. (1951). 

Es wird der Versuch unternommen, die Methode der Radialtriangulation 
dadurch zu erweitern, daß außer den Winkeln auch Strecken direkt im Luftbild 
gemessen werden. Die sehr aufschlußreichen fehlertheoretischen Betrachtungen 
zeigen, daß der Einfluß der unbekannten absoluten Geländehöhe bei weitem alle 
anderen Fehlereinflüsse überwiegt und daß für eine im Luftbild gemessene Ent- 
fernung nur eine relative Genauigkeit von 2%/,—5°/yn erwartet werden kann. 
Trotzdem erweist sich der Nadirpolygonzug hinsichtlich der Lagegenauigkeit der 
eingeschalteten Punkte der üblichen Nadirtriangulation mit Rautenketten als 
gleichwertig. Auch der wegen des großen Rechenaufwandes praktisch kaum be- 
deutsame Fall einer Rautenkette mit Streckenmessung wird als Ausgleichungs- 
problem behandelt und fehlertheoretisch untersucht. Da die Radialtriangulation 
mehr und mehr durch die räumliche Aerotriangulation mittels optisch-mechani- 
scher Auswertegeräte verdrängt wird, kommt der vorliegenden Arbeit wohl mehr 
theoretische als praktische Bedeutung zu. W. Hofmann. 

Mineo, Massimo: Coordinate geografiche sulle superfieie con applieazioni alla 
geodesia. Matematiche 6, 126—131 (1951). 

Ein geographisches Koordinatennetz auf einer beliebigen Fläche ist, kurz ge- 
sagt, ein solches, das bei sphärischer Abbildung mittels paralleler Normalen in das 
System der Parallel- und Meridiankreise der Bildkugel übergeht [Encykl. math. 
Wiss, III D3, Nr.41 (1902)]; es besteht also aus den Isophoten für eine feste Licht- 
richtung und den Eigenschattengrenzen für die dazu senkrechten Lichtrichtungen. 
— Verf. zeigt, daß bei Voraussetzung geographischer Koordinaten die Fläche aus 
ihrer 2. Grundform leicht zu ermitteln ist. Als Anwendung wird ein Weg gewiesen, 
der, zumindest theoretisch, von Messungen des Erdpotentials zur Gestalt der 

er “ re ale .. N 
Niveauflächen des Geoids führt. W. Wunderlich. 


Topologie; 


Sikorski, Roman: Dimension theory in elosure algebras. Fund ta M 
38, 153—166 (1951). 5 undamenta Math. 


Diese Arbeit ist eine Fortsetzung der Arbeit des Verf. über elosure algebras 
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(dies. Zbl. 34, 252). Verf. überträgt die Definition der mengentheoretischen Dimen- 
sion und zahlreiche Sätze ihrer Theorie auf O-Algebren. Außerdem zeigt er u. a.: 
Ist A eine Ö-Algebra und / ein o-Ideal in A, so gilt für die C-Algebra A/I der 
Restklassen nach / die Ungleichung dim A/I-< dim A. @. Nöbeling. 

Sikorski, R.: Homomorphisms, mappings and retraets. Colloguium math. 2, 
202—211 (1951). 

Let o be a topological space. The symbol K(c) will denote the field of all 
both open and closed subsets of o. By a B-space is understood a totally discon- 
nected bicompact space. M.H. Stone has proved (this Zbl. 17, 135, p. 378 of 
the paper) that every Boolean algebra A is isomorphic to the field K(o,) of a 
B-space o, uniquely determined by A. A subset o, of o is a retract of o if there 
exists a continuous mapping x of o onto o, such that x(s) = s for every sE o,. 
A B-space o, is called an absolute B-retract, provided o, is a retract of every 
B-space o I o,. — The main result of the paper is: The necessary and sufficient 
condition that every homomorphism Ah of a (finitely additive) field Y of subsets 
of a set into any quotient algebra X/I, where X and I are respectively a (finitely 
additive) field and an ideal of subsets of a set X, be induced by a point mapping 
iS that Y be totally isomorphie to K(oy) and that oy be an absolute B-retract. 
The paper contains also some other relations between the indueing of homo- 
morphisms by point mappings and the notion of a retract. K. Borsuk. 

Morita, Kiiti: On the simple extension of a space with respect to a uniformity. 
IV. Proc. Japan Acad. 27, 632—636 (1951). 

This is the fourth paper of the author on the subject (Papers I, II, III see 
this Zbl. 42, 412; 43, 165). The first section extends previous results on simple 
extensions of a regular, separated space R with respect to a regular (see I) uni- 
formity. It is shown, in particular, that any regular, separated space S containing 
R as a dense subset can be obtained as a simple extension of R. Section 2 intro- 
duces the interesting notion of uniformity strongly compatible with a topology. 
It enables the author to restate elegantly, and prove easily, a theorem of A.H. 
Frink (see this Zbl. 16, 82, theorem 4 of the paper), about necessary and sufficient 
conditions that R should be metrizable. Section 3 generalizes to T-spaces (in 
which A + B= A + B) the results obtained for separated spaces (7',). Section 4 
contains the most interesting results of the author. He defines equivalent classes 
of ultrafilters in R and shows how they lead to constructing easily a compactifi- 
cation of R with respect to a uniformity. C. Racine. 

Sugawara, Masahiro: On the metrizable condition. Proc. Japan Acad. 27, 
625—626 (1951). 

Let $ be a neighbourhood space such that for each point p there is a coun- 
table neighbourhood basis {U„(p)} whose intersection is {p}, and which forms a 
base of a filter. Suppose further that for each natural number n and point p there 
exist natural numbers h(p, n), k(p, n) such that U,p,n)(9) C Un(p) whenever 
U,o,n.(g) OD Urw,n(P) # 0. The author proves that under these conditions the 
space S is metrizable, and thus settles a question of L. W. Cohen (this Zbl. 20, 
409; p. 183 of the paper). F.F. Bonsall. 

Smirnov, Ju. M.: Über die Metrisierung topologischer Räume. Uspechi mat. 
Nauk 6, Nr. 6 (46), 100—111 (1951) [Russisch]. 

Expository paper concerning the metrisation of topological Hausdorff 
spaces; the classical metrisation criteria of Urysohn, Urysohn-Alexandroff, 
Tichonov are included as well as the proof of the Stone’s theorem (every metric 
space is paracompact; cf. this Zbl. 32, 314) and the Dieudonne’s theorem (cf. 
J. Math. pur. appl., IX. Ser. 23, 65—76 (1944)) that each paracompact Haus- 
dorff space is normal. The proof of author’s metrisation th. (cf. this Zbl. 42, 
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168) is reproduced and it is shown that the two Urysohn metrisation criteria 
are special cases of that theorem. New is the following interesting theorem [Th. 3]: 
The paracompactness of a locally metrical Hausdorff space is the necessary 
and sufficjent condition for the metrisation of that space. T'he space of ordinals 
<o, is an example of a locally metrical space which is not metrical because it is 
not paracompact, although it is compact. The proof of [Th. 2 =] the sufficieney 
in Th. 3 is based upon the Lemma 2: To each locally finite covering % of a normal 
space it is possible to associate a covering ® and a mapping « of F onto ® so that 
KICKER) @. Kurepa. 

"Balanzat, Manuel: Über die Metrisierung der quasimetrisechen Räume. Gaz. 
Mat., Lisboa 12, Nr. 50, 91—94 (1951) [Spanisch]. 

Verf. nennt einen Raum Z quasimetrisch, wenn E die üblichen Axiome eines 
metrischen Raumes erfüllt mit Ausnahme jenes von der Symmetrie des Abstandes. 
'Es werden zunächst drei Beispiele von nicht metrisierbaren quasimetrischen 
Räumen gegeben, welche nebenbei vollständig normal, bzw. kompakt und rational 
(d.h. mit einer abzählbaren Basis versehen), bzw. Hausdorffsch und rational 
sind. Alsdann wird bewiesen: Ein quasimetrischer Raum E ist metrisierbar, wenn 
es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A und jedem zu A fremden Punkt a eine 
gleichmäßig stetige reelle Funktion f|E gibt mit O< f< 1, f(a) = O0 und /(A) = {1}. 

G. Aumann. 

Ellis, David: On separable metrie spaces. Univ. nac. Tucumän, Revista, 
Ser. A 8, 15—18 (1951). 

Let {q„} be a fixed sequence of points dense in a separable metric space M. 
By the metrie eoordinates of a point p € M the author understands the numbers 
0(P, Qn), n=1,2,.... In the paper some simple relations between the metric 
convergence in M and the convergence in metric coordinates are given. Also 
some problems are stated. K. Borsuk. 

Kuratowski, €.: Sur quelques problemes topologiques concernant le prolonge- 
ment des fonetions eontinues. Colloquium math. 2, 186—191 (1951). 

The paper contains a short review on the main results concerning the rela- 
tions r and r, (introduced by the author, Topologie II, Monografie Matematyezne 
XXI, Warszawa-Wroctaw 1950, p. 252, this Zbl. 41, 96) important for the 
theory of the extension of continuous mappings. Let X and Y be two separable 
metric spaces. By Y* is denoted the set of all continuous mappings of X into Y. 
The symbol XTY (respectively Xr,Y) means that for every closed subset F of X 
every [EYF has an extension ff EY* (respectively ff €Y@ where @ is a neigh- 
bourhood of F in X). Beside the formulation of some theorems on the relations 7 
and r,, published already by the author on an other place (1. e.), the paper contains 
two following new results: (I) Let 7’ and X be compact and Y a separable metrie 
space. IE XxTr,Y and {Fr} is a decreasing sequence of compact subsets of X 
such that TrY#Hifork =1,2,..., then TreYı % (II) I£ Yis an ANR (absolute 
neighbourhood retract) and X a compact space such that X not rY then there 
exists an >0 for which the following condition holds: If f is a continuous map- 
ping of X such that the inverse image of every point of f(X) has diameter <e 
then IX) not rY. The paper contains also some unsolved problems. K. Borsuk. 

Williams, Charles W.: Reeurrence and inecompressibility. Proc. Amer. math. 
Soc. 2, 798—806 (1951). 


For the definitions, notations and assumptions not explained in the present revie 
W.H. Gottschalk and G. A. Hedlund, this Zbl. 33, 306. The metric ne X is a 
to be separable. Gottschalk and Hedlund’s theorems 7 and 8 are modified, introducing sets 
of first category. Here is the new version of the latter: In order that periodie points of X form 
a residual setin X, it is necessary and sufficient that if M is a subset of X and Sis a replete 
semigroup in 7 such that MS CM, then M — MS is a set of the first category. Def.: A point 
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x € Xis said to be „wandering‘ unter T' if there exists a neighbourhood U of «and a replete 
semigroup SC T, such that UM US =. Th.: IE X is a complete metric space, the set of 
the recurrent points and of the wandering points is a residual set in X. Def.: The point z€ X 
is said to be „stable“ with respect t0 8C Tif xS is a compact set, „diffuse“ if x is unstable 
with respect to every replete semigroup $C T. Th.: If the set of the recurrent points and of 
the diffuse points is a residual set in X, and if M is a compact subset of X and 8 is a replete 
semigroup in 7’ such that MS C M, then M — MS is a set of the first category. Th.: Let X 
be a locally compact, complete, separable metric spacc. I, for every compact subset MC X 
and for every replete semigroup SC T for which MSCM, M— MS is a set of the first 
category, then the set of the,recurrent points and of the (with respect to T) unstable points 
is a residual set in X. Ohr. Pauc. 

Borsuk, K.: An example of a finite dimensional continuum having an infinite 
„number of Cartesian faetors. Colloguium math. 2, 192—193 (1951). 

Eine Menge A heißt Cartesischer Faktor des Raumes M, wenn es eine Menge B 
gibt derart, daß Ax Bzu M homöomorph ist. Wenn M außer einem Punkt und M 
selbst keinen weiteren Cartesischen Faktor besitzt, so heißt M prim (K. Borsuk, 
dies. Zbl. 19, 282). In dieser Note gibt Verf. ein überraschend einfaches Beispiel 
eines im Euklidischen E®? gelegenen, dreidimensionalen absoluten Retrakts, der 
unendlich viele, topologisch verschiedene, Cartesische Primfaktoren besitzt. 

„ H. Terasaka. 

Borsuk, Karol: Concerning the Cartesian produet of Cantor-manifolds. Funda- 
menta Math. 38, 55—72 (1951). 

Bewiesen wird der Satz: Es seien A, Bund Omit = A x B lokal zusammenhängende 
Kontinuen. Dann folgt aus der Annahme, daß einige unter den A, Bund (© Cantorsche Mannig- 
faltigkeiten seien, keineswegs, daß jedes andere auch Cantorsche Mannigfaltigkeit sei. — Der 
Satz ist, wie ersichtlich, durch Aufstellung folgender drei Beispiele bewiesen: 1. A und B 
sind Cantorsche Mannigfaltigkeiten (C. M.), und C keine. 2. A und C sind C. M., und B keine. 
3. Cist C. M., und A und B keine. — Die Beispiele werden konstruiert mit Hilfe der bekannten 
Pontrjaginschen Fläche P,, die die Falschheit der Formel dim(A x B) = dim A +dimB zeigt 
[L.Pontrjagin, €. r. Acad. Sci., Paris 190, 1105—1107 (1930)]. Zunächst wird die ursprüngliche 
Pontrjaginsche Konstruktion ausführlicher dargestellt, und es wird vollständig bewiesen, daß 
dim(P„x P.) gleich 3 oder 4 ist, je nachdem (m, n) = 1 oder > list. Verf. führt dann einen 
Begriff der approximativen n-Pseudomannigfaltigkeit ein; mit Hilfe dessen leitet er u. a. die 
Sätze ab, daß P,x P,bzw. P,x P,x P,x P,drei- bzw. sechsdimensionale ©. M. sind. — Die 
obengenannten Beispiele werden zum Schluß wie folgt angegeben: 1. Q sei ein zweidimensio- 
nales Element derart, daß der Durchschnitt @- P, Jordanbogen ist. Man setze A=P,, 
B=P,+0Q.2.Essei Lein Jordanbogen derart, daß L- P, einpunktig ist. Man setze A = P,, 
B=L-+P,. 3. Es seien P} bzw. P} weitere Exemplare von Pontrjaginschen Flächen P, 
bzw. P, derart, daß P;- P} (i = 2, 3) Jordanbogen ist. Man setze A=(P,x P,)+(P;x P}), 
BEER LT WANSER:): H. Terasaka. 

Hu, Sze-tsen: On produets in homotopy groups. Univ. nac. Tucumän, Revista, 
Ser. A 8, 107—119 (1951). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 37, 100) hat Verf. in Analogie zu den 
Whitehead-Produkten auch für die relativen Homotopiegruppen ein Produkt 
erklärt, das jedem aE€ rn, (X, A), BE rn, (X, A) ein Element [a, JE r,+g-2(X, A) 
zuordnet. Es wird jetzt bewiesen, daß dieses Produkt nur von den Randelementen 
0a, 0ß abhängt, wo 0 den Randhomomorphismus in der Homotopiesequenz 
von (X, A) bezeichnet. Die Untersuchung dieser Tatsache führt zu einer Produkt- 
definition [a, BJE ry+g,-ı(X, A) mit aEn,(4), PEr,(X, A). Diese verschie- 
denen Produkte sind durch eine Reihe von Relationen miteinander verknüpft. 
Insbesondere ist für jedes feste «€ z,(A) die Abbildung ß — [a, ß] eine Abbil- 
dung der Homotopiesequenz von (X, A) in sich mit den üblichen Vertauschungs- 
relationen in jedem Quadrat. Ferner kann auf Grund der genannten Relationen 
analog zu Steenrod (dies. Zbl. 41, 518) ein funktionales Produkt erklärt werden, 
das bei gegebener Abbildung f: A— B jedem Paar von Elementen «€ n,(A), 
BEnr,(A) mit fo)=flf)=0 und [,ß]=0 ein Element a HıßE p+a(B)/ 
/?%p+g(4) zuordnet, welches eine Invariante der Homotopieklasse von f ist. 
Weitere Anwendungen der verschiedenen Produkte werden in Aussicht gestellt. 

E. Burger. 
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Uehara, Hiroshi: On a generalization of the Abe groups. J. math. Soc. Japan 
2, 231—246 (1951). 

L’A. introduit une nouvelle espece de groupes d’homotopie d’un espace Z, 
notes or) (Z) (r > n > 0), qu’il nomme les groupes d’homotopie d’Abe gen£ralis6s. 
Soient Kr-! un sous-complexe propre ferm& & n — 1 dimensions de 8,-,, P un 
point deZ, tous deux fixes, I l’intervalle [0,1]; un el&ment de o(r:%) est une classe 
d’applieations continues f: $,-1xI—Z verifiant /(8,-1X (0) + S,-ıX (1) + 
Kr-1x I) = P; le produit est defini & la maniere usnelle, il est commutatif si 
n >0. Lorsque Kr! est vide on retrouve le r-i&me groupe d’Abe (ce Zbl. 23, 382), 
x,(Z), qui est isomorphe au produit eroise de 7, (Z) et ,(Z) defini par l’homo- 


morphisme canonique de 7, (Z) dans Aut. x,(Z) (Abe, loc. eit.); lorsque Kn=1 est 


une sphöre &quatoriale, on retrouva le „abhomotopy group“ x” defini par 
S.T. Hu (this Zbl. 29, 422). L’A. montre que 0”) (Z) contient un sous-groupe 
isomorphe & n,(Z) et 6tudie ensuite les groupes x"®”(Z); il donne une nouvelle 
d&monstration de lisomorphie x"®(Z) = n,(Z) + an+ı(Z) (Hu, loe. eit.), et 
prouve de plus que x”) est isomorphe ä un sous-groupe du r-ieme „‚torus homotopy 
group“ de Z au sens de R. H. Fox [Proc. Nat. Acad. Sei. USA 31, 71—74 (1944)]. 
A. Borel. 

Uehara, Hiroshi: Some remarks on relatively free homotopy. J. math. Soc. 
Japan 2, 247—252 (1951). 

Soient ZI Y des espaces connexes par arcs, P un point de Y. On sait que 
le groupe fondamental z, (Y, P) de Y relativement & P agit sur les groupes d’homo- 
topie relatifs n„(Z, Y, P),, d’ou des homomorphismes £,:71,(Y, P) — Aut. 
n(Z, Y, P). L’A. donne une definition geomötrique d’un groupe o„ (Z, Y, P) et 
demontre ensuite que ce groupe est le produit croise de n,(Y, P)etden,„(Z, Y, P) 
defini & l’aide de &„. Un element de 0„,(Z, Y, P) est une classe d’applications con- 
tinues f: 1x I®-1 — Z (I intervalle [0, 1]), ou la restriction de f & (t) x I®-! definit 
pour tout # un &l&ment de n,(Z, Y, P) et ou f((1)x Ir!) = f((O)x 1) =P. 

A. Borel. 

Hilton, P. J.: Suspension theorems and the generalized Hopf invariant. Proc. 
London math. Soc., III. Ser. 1, 462—493 (1951). 

H. Hopf hat jedem Element & € n3„-1($”) eine ganze Zahl y(«) zugeordnet. Diese Zuord- 
nung kann als Homomorphismus Hy: Xen-ı(9*) > Nen_-ı(S9?"7!) aufgefaßt werden. G.W. 
Whitehead [Ann. of Math., II. Ser. 51, 192—238 (1950)] hat für r < 3n — 3 einen Homo- 
morphismus H: x,(8”) > n,(8?”-1) definiert, der für r=2n— 1 mit H, übereinstimmt. 
Diese Verallgemeinerung wurde von Blakers und Massey (dies. Zbl. 40, 258) auf den Fall 
r = 3n — 3 ausgedehnt. In dieser Arbeit definiert Verf. einen Homomorphismus H’: n,(8”) > 
7, (8°”1) für r S 4n — 4, der mit H für r < 3n — 3 übereinstimmt. Andeutung der Defi- 
nition von H’: 1. @ sei die von G. W. Whitehead (loc. cit.) betrachtete Abbildung von 8” 
auf SU 8% (= zwei n-Sphären mit genau einem gemeinsamen Punkt), die 8” längs einer 
Aquator-8”-1 „zusammenschnürt‘“, ®, sei der von @ induzierte Homomorphismus von 
2,(8”) in m,(87 U 83). 2. Für beliebige topologische Räume A, B sei AU B die Teilmenge 
A x bu Uax B von Ax B (au, b, fest). Die folgenden Homomorphismen ?,, P5, tı; Hg, j seien 
die in natürlicher Weise gegebenen Projektions- bzw. Injektions-Homomorphismen. 
p1: 7,(Ax B)>m(A), p: m(Ax B)> n,(B), 1: m(A)> n,(AU B), U: u (B)> m(AU B), 
j: m(AU B)> m,(Ax B). Pr+ı sei der boundary Homomorphismus 7,41(4x B, AU B)> 
7,(AU B). Nach G.W. Whitehead sind 4,, 44, und ßr+ı Isomorphismen in, der Homomor- 
phismus Q:m,(AU B)— n,11(Ax B, AU B) wird so definiert: Ox = B_ (x — je — ; 
für «CE m,(AU B). Es ist für r > 2: Peal® — aPıi® — MaPeie) 

(AU B)= mm(A) + u m(B) + Brtı mpı(AX B, AU B) 
zn(A) +m(B) + m4ı(Ax B, AU B), 
wobei 917, 9,9 und Q die Projektionen von n,(AU B) auf die direkten Summand ind 
8. Verf. beweist: Wenn r < 2» + 2q — 4, dann ist m,($? U Se) 2 n,(SP) +- 77, (189) m (Srtet) 
+ Xrrı (0), wobei Xr1(0) der Kerndes Homomorphismus X,..1 : 7,..1(8P x 8, SPU Sg) n,,1(SP+e) 
ist. X,.. erhält man durch „Zusammenziehen‘“ von 8? U 2 auf einen Punkt. 4. Fürr <4n — 4 
ist die Freudenthalsche Einhängung E ein Isomorphismus von z,(8?”-1) auf m (82) 
(dies. Zbl. 18, 177), 5. Definition von H’. (In 2. wird A=&, B= S7, in 3. wird p Be BR: 
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gesetzt.) H’= E'X,11Q®,. 6. Verf. bemerkt, daß der Homomorphismus H* = X,41Q D, 


von n,($”) in m+1(8?”) für alle Werte von r,n definiert ist und als Verallgemeinerung der 
Hopfinvariante auf beliebiges r, n angesehen werden kann. — Verf. beweist, daß die Haupt- 
resultate von G. W. Whitehead über den Zusammenhang von H mit den verallgemeinerten 
Freudenthalschen Invarianten auch für H’ und weiter verallgemeinerte Freudenthalsche In- 
varianten richtig sind. Spezielle Ergebnisse: E:,(8?)— n,(8?) ist ein Isomorphismus in. 
(8°) ist nicht 0. — Im letzten Teil seiner Arbeit behandelt Verf. die Homotopiegruppen 
von A2-Komplexen. Ein solcher Komplex wurde von J.H.C. Whitehead (dies. Zbl. 4, 
101) folgendermaßen definiert: endlicher zusammenhängender Zellenkomplex von höchstens 
n + 2 Dimensionen, dessen Homotopiegruppen in den Dimensionen 1 bis n — 1 verschwinden 
(n = 2). Verf. behandelt den Fall n> 2 und benutzt dabei ein Resultat von 8. C. Chang 
(dies. Zbl. 41, 102), nach dem jeder A2-Komplex vom selben Homotopietyp ist wie eine Ver- 
einigung von endlich vielen gewissen elementaren Komplexen mit genau einem gemeinsamen 
Punkt. F. Hirzebruch. 

Moise, Edwin E.: Affine structures in 3-manifolds. I. Polyhedral approxima- 
tions of solids. Ann. of Math., II. Ser. 54, 506—533 (1951). 

Es werden vier Theoreme bewiesen, von denen Theorem 1 das wichtigste und am ein- 
fachsten zu formulieren ist. Es besagt: In einer Schale vom Geschlecht p gibt es eine Polyeder- 
fläche, welche die beiden Randflächen der Schale trennt. Die Schale vom Geschlecht 0 ist eine 
Kugelschale im topologischen Sinn. Schalen höheren Geschlechts sind homöomorphe Bilder 
des direkten Produktes einer Fläche höheren Geschlechts und der Einheitsstrecke. Die Schalen 
sofen im dreidimensionalen euklidischen Raum Z° liegen. Die Polyederfläche hat dasselbe 
Geschlecht wie die Randflächen der Schale. — Theorem 1 läßt sich ziemlich leicht mit Hilfe 
des Alexanderschen und der Pontrjaginschen Dualitätssätze aus dem Theorem 0 folgern, 
welches folgendermaßen lautet: Es seien M und .M° zusammenhängende, lokal zusammen- 
hängende kompakte Punktmengen des E°, es liege M° im Innern von M, U sei eine offene 
Punktmenge, welche M enthält. Die ersten Bettizahlen von M und M®° (also bei Flächen das 
Geschlecht) seien gleich, und jeder eindimensionale Zyklus von M sei in M zu einem Zyklus 
von M° homolog. Dann gibt es in U zu jedem ö einen Komplex K, dessen Rand eine zwei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit von einem Geschlecht kleiner oder gleich dem von M ist, 
welche mit einer ö-Genauigkeit das Innere von M° enthält, d.h. Punkte von M’, die nicht in 
K liegen, gehören einer ö-Umgebung des Randes von M° an. — Der Beweis von Theorem 0 
ist schwierig. Er beruht hauptsächlich auf sog. Modifikationen von Punktmengen, deren 
Definition in folgendem Lemma vorbereitet wird (Lemma 3): Sei M eine kompakte Punkt- 


menge im E?, E eine horizontale Ebene, X ein zugehöriger offener Halbraum, X der entspre- 
chende abgeschlossene Halbraum und N eine Menge von Komponenten des Duchschnitts von 


M und X, welche den folgenden Bedingungen genügt (1.—4.). Ist C in N enthalten und 0° 
eine Komponente des Durchschnitts von M und X, welche in begrenzten Komponenten von 
X — C liegt, dann gehört auch C’ zu N. Ist m eine Komponente des Durchschnitts von M 
und X, so ist der Durchschnitt von m und X offen im Durchschnitt von M und X. Für jedes 


C aus N liegen verschiedene Komponenten des Durchschnitts von O und E in verschiedenen 
Komponenten von M — Durchschnitt von Ound X. Schließlich enthalte N alle Komponenten 


des Durchschnitts von M und X bis auf endlich viele. Es gibt dann Mengen N’ von punkt- 
fremden Punktmengen, welche den Bedingungen 1.—10. genügen: Zu jedem 0 von N gibt 
es genau ein 0’ von N’, das in E mit C übereinstimmt. Jedes 0” von N’ ist kompakt in X und 
die Fläche zu einer Funktion von zwei Veränderlichen in E. Ein Punkt p von BE? — ( liegt 
in einer begrenzten Komponente von X — Ü’ dann und nur dann, wenn er in einer begrenzten 
Komponente von X — Oliegt. Für jedes 0’ liegt der Durchschnitt von O’ und M in der Ver- 
einigungsmenge aller 0” aus N’. Der Abschluß der Vereinigungsmenge aller 0’ aus N’ ist 
gleich der Vereinigung dieser Vereinigungsmenge selbst mit dem Abschluß des Durchschnitts 
von E und der Vereinigung aller Punktmengen aus N. Komponenten des Durchschnitts der 
Vereinigungsmenge aller 0” mit X sind offen in dieser Menge. Ferner hat jede Menge N’, welche 


den bisher angeführten 6 Bedingungen genügt, noch die folgenden 5 weiteren Eigenschaften: 


Verwendung. 


Unter M’ verstehen wir die Summe von M — Vereinigungsmenge aller € und der Vereinigungs- 
menge aller 0’. Dann ist M’ kompakt. Verschiedene Komponenten von C’ liegen in verschie- 
denen Komponenten von M’. Jeder eindimensionale Zyklus auf M’ist in M’ homolog zu einem 
Zyklus auf M — Durchschnitt der Vereinigung aller © mit X. Ein Zyklus letzterer Menge, welcher 
in M berandet, berandet auch in M’. Die erste Bettizahl von M’ ist kleiner oder gleich der 
von M. — Mit M, N, N’ wird nun noch ein Homöomorphismus 7 verknüpft, um eine einfache 
Modifikation zu bestimmen. Dann werden Modifikationen zu Schalen paralleler Ebenen be- 
trachtet. Ferner werden Punktmengen in Ebenen mit Hilfe zugeordneter mehrfach zusammen- 
hängender Gebiete angenähert. Mit diesen zwei Arten von Annäherungen wird dann K kon- 


struiert. Die beiden weiteren Theoreme sind Ergänzungen von Theorem 1 zwecks besonderer 
K. Reidemeister. 
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Yliteh-Daiovitch, Militsa: Une dömonstration de la formule generale de Poincare, 
eoncernant les surfaces ferm6es orientdes dans un espace ä trois dimensions. Bull. 
Soc. Math. Phys. Serbie 3, No 3/4, 57—60 und französ. Zusammenfassg. 60 (1951) 
[Serbisch]. | 

Doleher, Mario: Geometria delle trasformazioni continue. Un rafforzamento di 
enunciati precedenti. Rivista Mat. Univ. Parma 2, 331—335 (1951). 

L’A. estende aleuni suoi precedenti teoremi (questo Zbl. 30, 375), utilizzando 
una nozione di trasformazioni quasi topologiche (cioe, sostanzialmente, di tras- 
formazioni nelle quali il ruolo dei punti sia assunto da continui disgiunti). Ci 
limiteremo a riprodurre il seguente enunciato: Se® & una trasformazione continua 


di una regione chiusa © (contornata dalla curva semplice e chiusa C*) del piano x 
in un insieme del piano r’ e se per il punto Q, di 7’ risulta O(Q,: P(C)) =n >0, 
esiste un intorno di Q, siffatto, che per ogni punto Q di questo l’insieme ®-1(Q) 
risulti costituito da almeno n componenti e che fra i componenti di ®-!(Q) ve 
ne siano anzi almeno n a due non separantisi nel piano ne separati da Ü* per mezzo 
di D1(Q,). @. Scorza Dragoni. 


MEcHani: Theoretische Physik. 


e Lure, A. I.: Operatorenrechnung und ihre Anwendungen auf Probleme der 
Mechanik. 2. vollst. umgearb. Aufl. (Physikalisch-mathematische Bibliothek des 
Ingenieurs.) Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 
1951. 430 S. R. 12,25 [Russisch]. 

Le present livre est consacr6 & la theorie de la transformation de Laplace et & ses appli- 
cations & divers problömes de me&canique. — Ecrit par un Ingenieur et destine aux praticiens, 
A. vise surtout & initier le lecteur aux techniques du calcul operationnel sans se soucier 
d’atteindre une rigueur superflue dans un manuel. — Au chapitre I, I’A. definit la transfor- 
mation de Laplace et donne les principales formules du calcul symbolique. Les r&sultats sont 
resumes dans des tables d’un usage commode, ou, entre autres relations utiles, on trouvera 
les images des originaux les plus usuels. Signalons, en particulier, les formules pour la trans- 
formation des fonctions de Krylov, cht cost, chtsint, etc. ...., qui interviennent dans le caleul 
des flexions des poutres reposant sur des appuis elastiques. — Le chapitre II traite de l’inte- 
gration des sytömes d’&quations differentielles et de la r&solution des Equations aux differences 
finies, les deux types d’equations &tant supposees lineaires, A coefficients constants, avec 
second membre. — L’etude des systömes differentiels, abordee dans le cas oü l’&quation carac- 
teristigue satisfait aux conditions de Hurwitz-Routh, est poussee tres loin. Signalons ici, 
l’expose de la methode de Krylov pour developper l’equation caracteristique. — La theorie 
est illustr&e par divers exemples: oscillations d’un systöme holonome de solides autour d’une 

oo 


position d’equilibre stable, le calcul de l’integrale ii; &(t) ©;(t) dt, ©, et x, &tant deux solutions 
s 0 


du sytöme differentiel: on sait le röle que jouent ces quantit6s dans les problemes de r&gu- 
lation. — La resolution d’une equation aux differences finies est pr6sentde comme une appli- 
cation du calcul symboligue des fonctions dites en escalier. — Au chapitre III, IV, V, on trou- 
vera les applications du calcul operationnel aux problömes les plus variees de la mecanique 
des solides des corps deformables et de l’hydraulique. Plusieurs des questions traitees sont 
elassiques et les solutions correspondantes avaient &t& obtenues directement. O’est l’occasion 
pour l’A. de mettre en lumiere les avantages du calcul symbolique. D’autres probl&mes sont 
d’un type moins courant; ga et lä, l’ A. ame£liore les formules resolutives. Citons, dans cet ordre 
d’idees: 1° la deformation de l’anneau eirculaire; 2° roulis et tangage des navires; 3° chocs 
des corps elastiques; 4° coups de belier ete. ... On oberservera que malgr& leur richesse, ces 
cing premiers chapitres peuvent &tre lus par un neophyte ne possedant que des &l&ments 
d’algebre et d’analyse. — Les deux derniers chapitres sont consacres & des theories beaucoup 
moins el&mentaires; leur lecture exige la connaissance de la theorie du fonctions analytiques 
d’un variable complexe et celle des fonctions speciales. Au chapitre VI, l’A. d&montre d’abord 
la formule d’inversion de Mellin de la transformation de Laplace. Il en d6duit ensuite une foule 
de jolies formules concernant les d&veloppements asymptotiques de certaines fonctions et 
les transformees des fonctions de Bessel et des fonctions d. Le chapitre VII expose les appli- 
cations du calcul symbolique & la r6solution de certaines &quations integro-differentielles 
lineaires & limites variables, utiles dans la theorie des phenomönes hereditaires. Comme exem- 
ples d’application, signalons la discussion des mouvements lents d’une sphere au sein du li- 


123 


_ quide indefini (mouvement de translation, mouvement pendulaire) etudies par Boussinesq, 


ainsi ‚que quelques applications & la theorie de l’elastieite. — Ce livre se recommande par sa 
elarte, par la vari6te et l’inter&t des questions traitees ; il est appel& A rendre service & un public 
plus vaste que celui auquel pensait l’A. en l’&crivant. J. Kravtchenko. 


Levi-Civita, Tullio e Ugo Amaldi: Lezioni di meecanica razionale. Vol. II, 
parte 1: Dinamica dei sistemi con un numero finito di gradi di liberta. Nuova ed. 
riveduta e corretta. Bologna: Nicola Zanichelli 1951. IX, 510 p. Lire 4000 nette. 

Referat zus. mit Band II, im Jahrgang 1952 des Zbl. 

Masotti, Arnaldo: Sopra un teorema meeccanico di Laisant. Ist. Lombardo 
Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 388—392 (1951). 

Ein Theorem von Laisant aus dem Jahre 1877 wird dahin erweitert, daß 
schon die Konstanz der Größe der Flächengeschwindigkeit eines Punktes in bezug 
auf einen Punkt O für das Bestehen einer einfachen Beziehung zwischen zwei 
Schwerpunkten genügt. Der eine ist der geometrische Schwerpunkt der über- 
strichenen Fläche, der andere der des durchlaufenen Bogens, der mit der rezi- 
proken Geschwindigkeit als Dichte belegt ist. Dieser Satz läßt sich umkehren. Die 
Bewegung braucht also nicht eben zu sein. G. Hamel. 

„Magenes, Enrico: Una questione di stabilitä relativa ad un problema di moto 
ceritrale a massa variabile. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 105—106 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 33, 213. 

Simoni, Franco de: Generalizzazione delle equazioni di Appell ai sistemi 
anolonomi ron lineari nelle veloeitä. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 
Settembre 1948, 194—195 (1951). 

Grioli, Giuseppe: Precessioni regolari del solido pesante asimmetrico. Una 
famiglia di moti variati. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 175—176 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 33, 309. 

@ Söchting, Fritz: Berechnung mechanischer Schwingungen. Wien: Springer- 
Verlag 1951. X, 325 S. mit 140 Abb. DM 32.70. 

Das aus Vorlesungen des Verf. an der Technischen Hochschule Wien entstandene Buch 
soll Einblick in Probleme vermitteln, wie sie im modernen Maschinenbau auftreten, und bringt 
nicht nur die mathematischen Grundlagen der Schwingungslehre ziemlich weitgehend, wobei 
auch das Rechnen mit den Lagrangeschen Gleichungen erörtert wird, sondern behandelt mit 
besonderer Sorgfalt vor allem die in den einzelnen Teilgebieten zweckmäßigen Anwendungs- 
methoden. Nach grundlegenden Betrachtungen am Einmassensystem sind Mehrmassensysteme, 
Koppelschwingungen und schließlich elastische Kontinua, wie Saiten, Stäbe, Membrane, 
Platten, Scheiben, Flüssigkeiten und Gase, Gegenstand der Betrachtung. Der anschließende 
Hauptabschnitt über Schwingungen mechanischer Systeme liefert wertvolle Beiträge für die 
Durchführung von Schwingungsrechnungen bei praktischen Problemen und bezieht sich u. a. 
auf Pulsatoren, Riementriebe, Kräne, Kolbenmaschinen, Schwungräder, Turbinenschaufeln, 
Turbinenlaufräder, Propeller, Fachwerke und Schiffe. Hierbei wird zugleich eine kritische 
Übersicht über die gebräuchlichen Anwendungsverfahren vermittelt, wobei die einschlägige 
deutsche und österreichische Literatur recht vollständig berücksichtigt ist. Da zugleich auch 
die eigenen praktischen Erfahrungen des Verf. verschiedentlich ihren Niederschlag in vorteil- 
haften Hinweisen gefunden haben, kann das Buch als wichtige Ergänzung des Schrifttums 
angesehen werden. H. Neuber. 

Fifer, Stanley: Studies in nonlinear vibration theory. J. appl. Phys. 22, 
1421—1428 (1951). 

Für die Stabilität erzwungener periodischer Bewegungen bei der verallgemei- 
nerten Van der Polschen Gleichung benutzt Verf. in dieser Mitteilung, welche 
inhaltlich einer Promotionsschrift entnommen ist, in der auch zwei Typen Duffing- 
scher Gleichungen behandelt wurden, das folgende Kriterium: Eine periodische 
Lösung x(t) der Gleichung (1) M x(t) = F (x, x, x) — f(t) heißt genau dann stabil, 
wenn alle Lösungen öx(t) = y(t) der zugehörigen Variationalgleichung (2) öM x (t)= 
(OF/öx) y + (OF dx) y + (0F/0%) y = 0 beschränkt sind. — Die lineare homogene 
Differentialgleichung (2) ist in der Regel eine Hillsche Gleichung. Die Stabilitäts- 
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grenzen für (1) werden gebildet von den Lösungen «(f), für welche (2) periodische 
oder fastperiodische Lösungen y(t) hat. Für die periodischen Lösungen y(tf) er- 
spart den Übergang zur Variationalgleichung der Lottangentensatz: Hat (1) die 
Form (3) &+ x — ef(&) =eEB cos(wi + y) mit ungeradem f(#) und e<1l, so 
sind die Lösungen x(t), welche den Punkten der Resonanzkurve erster Ordnung 
in & mit senkrechter Tangente entsprechen, in erster Näherung gerade die Lösun- 
gen x(t), für welche periodische Variationen y(t) möglich sind. — Die fastperiodi- 
schen Lösungen werden mittels formaler Störungsreihen untersucht. Am Beispiel 
der Gleichung (3) mit f(u) = u — w/3 + Au? werden diese Methoden ausführlich 
gezeigt. U. T. Bödewadt. 

Mihailovitsch, Dovrivoje: Bemerkung über das Jacobische Integral im 'aste- 
roidischen Dreikörperproblem für den Zufall der elliptischen Bahn des störenden 
Körpers. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 3, No 3/4, 61—64 und deutsche Zusammen- 
fassg. 65 (1951) [Serbisch]. 

Capra, Vineenzo: Sull’integrazione delle equazioni differenziali della balistiea 
mediante nomogrammi. Univ. Politec. Torino, Rend. Sem. mat. 10, 235—241 (1951). 

Die Gleichungen der äußeren Ballistik 

de =vcos® dt, dy=vsind dt, vd = —gcosd di, dv = — (gsind® + cu Y v2/2.B) dt, 

worin y = y(y) das spezifische Gewicht der Luft, B die ballistische Belastung sein soll und 
der Widerstandsbeiwert c„ hier als nur von v abhängig angenommen wird, lassen sich mittels 
der Transformationen v=expW, # = Ump® auf die Gestalt (1) 
dy/dO = — (exp 2W Tg@)/g, dW/dO = Y(y, W) +TgO, did = —expW/g, dyldz = ©Ein® 
bringen. Darin ist 9(y, W) = K- R(W):(y,/y), wobei K=iy»,/gB mit : als ballistischem 
Formfaktor konstant ist, während R(W) = c„(v) - v2/23 nur von v abhängen soll und das 
Luftdichtenverhältnis Y,/y = Y(0):Y(y) nur eine Funktion der Höhe % ist. Verf. zeigt nun, 
daß sich das System (1) leicht nach einem graphischen Verfahren erster Ordnung (für y, W; _ 
zweiter für t, x) integrieren läßt, weil die Steigungen der Kurven y(®), W(©) als Richtungen 
der Verbindungsgeraden zusammengehöriger Punkte auf geradlinigen, senkrecht oder waage- 
recht laufenden Skalen gefunden werden können. Auch (©) und y(x) bieten dann keine weiteren 
Schwierigkeiten. Günstige Schrittgrößen sind AO = 0,01 und Ay = 25m. o(y, W) ergibt sich 
jedesmal durch eine Hilfskonstruktion aus drei Skalenin K, W, y. Es ist daher einfach, K (d.h. 


i oder B) zu variieren und z. B. aus Bahnvermessungen zu bestimmen. — Das Luftdichten- 
verhältnis braucht nicht, wie Verf. voraussetzt, eine Exponentialfunktion der Höhe zu sein 
(Anm. des Ref.). U. T. Bödewadt. 


Elastizität. Plastizität; 


Platone, Maria Giovanna: Sugli stati di tensione piana in un corpo eilindrieo 
elastico. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sei. fis. mat., III. Ser. 5, 57—70 (1951). 

E uno studio sugli stati di tensione in un corpo elastico, con forma di cilin- 
dro circolare retto di asse 2, nell’ipotesi che il vettore degli sforzi sia in ogni punto 
indipendente da z e giacente in un piano normale all’asse z. — Supposta nota 
la componente normale dello sforzo che agisce su ogni elemento della superficie 
laterale del cilindro I’A. determina l’espressione degli sforzi in ogni punto del 
corpo ceonsiderato. — Dal punto di vista analitico, per un teorema di A. Ghiz- 
zetti (questo Zbl. 39, 199) il problema consiste nella determinazione di una fun- 
zione armonica in un cerchio essendo assegnata in ogni punto della frontiera 
la derivata obliqua secondo una certa direzione variabile da punto a punto con 
una legge determinata. Tale problema viene risolto caleolando i coeffieienti di 
Fourier della soluzione. ©. Puccei. 

Uiljand, Ja. 8.: Die Biegung sektorförmiger Platten mit festgehaltener Kontur. 
Priklad. Math. Mech. 15, 515—518 (1951) [Russisch]. 

Es liege eine im Kreisbogen r = R und den beiden Radien 9 = + y einge- 
spannte, einer Querbelastung g(r, ®) ausgesetzte dünne Platte vor. Verf. wählt 


die Plattendurchbiegung in der Form 
oo 


w(r,d) = fe. 2) [eos (z In“) + sin [z In--)|az, 


0 
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womit der Randbedingung dw/Or =0 auf r = R entsprochen wird. Nachdem 
außer q eine noch unbekannte Linienbelastung /(9) längs r = R eingeführt wird, 
findet sich der Ausdruck für v aus der Diff-Gleichung der Platte. Dieser enthält, 
außer einem von q und f abhängigen Integral, eine lineare Kombination von 
Gliedern der Form exp(+ 2% + i®) mit vier Integrationskonstanten, durch deren 
Wahl die Bedingungen » = 0, 0w/0d9 = 0 längs 9 = + y befriedigt werden. Die 
_ verbleibende Bedingung w—= 0 auf r— R führt auf eine Integralgleichung für 
/(#), deren Auflösung nun näherungsweise erfolgen muß. Bei nicht sehr großen 
Zentriwinkeln 2y sichert bereits das Festhalten eines einzigen Randpunktes 
r= R,9=0 eine befriedigende Genauigkeit für die Biegemomente der Platte. 
S. Woinowsky-Krieger. 


Gol’denvejzer, A. L.: Über die Anwendung der Lösungen des Riemann-Hilbert- 
schen Problems auf die Berechnung der Membranschalen. Priklad. Mat. Mech. 
15, 149—166 (1951) [Russisch]. 


In der vorliegenden Arbeit wird eine Methode zur Berechnung von Membranschalen 
entwickelt, deren Mittelflächen Flächen zweiter Ordnung mit positiver Gaußscher Krümmung 
sind. Die Schnittkräfte und die Verschiebungskomponenten, die sich aus den Lösungen der 
inhomogenen und der homogenen statischen und geometrischen Grundgleichungen der Mem- 
branschale zusammensetzen, müssen gewissen Randbedingungen genügen. Der Verf. unter- 
sucht den Fall, daß in jedem Pankt der Berandung in einer gewissen Richtung die Verschiebung 
und in der dazu senkrechten Richtung die Schnittkräfte gleich Null sein müssen. Aus diesen 
statischen und geometrischen Randbedingungen erhält man dann die Randbedingungen für 
die Lösungen der homogenen Grundgleichungen, wenn man die Lösungen der inhomogenen 
Gleichungen als bekannt voraussetzt. In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 33, 223) hat aber 
der Verf. gezeigt, daß man die homogenen Grundgleichungen für Flächen zweiter Ordnung 
und positiver Gaußscher Krümmung mit Hilfe gewisser Koordinatentransformationen auf die 
Cauchy-Riemannschen Gleichungen zurückführen kann. Mit anderen Worten, die homogenen 
Lösungen für die Schnittkräfte und die Verschiebungen lassen sich durch den Real- und Imagi- 
närteil von zwei analytischen Funktionen einer komplexen Variablen ausdrücken. Die Be- 
rechnung der M=embranschalen zweiter Ordnung und positiver Gaußscher Krümmung wird 
damit auf die Lösung des Riemann-Hilbertschen Problems zurückgeführt, solche analytische 

Funktionen einer komplexen Veränderlichen zu finden, die an der Berandung gewissen Be- 
dingungen genügen, die man aus den statischen und geometrischen Randbedingungen ge- 
wonnen hat. Die „Konstruktion“ dieser Funktionen wird nur kurz skizziert, hinsichtlich aus- 
führlicherer Darstellung wird auf das Buch von Muscheli$wili, Singuläre Integralgleichungen, 
Moskau 1945, verwiesen. A. Kromm. 

Oniasvili, ©. D.: Zur Berechnung flacher Schalen auf horizontale Belastung. 

-Soob&öenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 12, 103—110 (1951) [Russisch]. 

Gegenstand der Arbeit ist eine dünne, flache, vierseitig gestützte Schale. 
Sind zwei gegenüberliegende Ränder radial, die anderen beliebig abgestützt, so 
kommen, dem Levyschen Ansatz der Plattentheorie entsprechend, einfache 
Fourier-Reihen zur Anwendung. Unter Einführung entweder einer Spannungs- 
funktion oder aber direkter Spannungsausdrücke wird der Membranzustand in 
einer beliebig geformten Schale unter gleichförmiger vertikaler oder horizontaler 
Belastung diskutiert. Alsdann behandelt Verf. in ähnlicher Weise die nicht- 
momentenfreie Zylinderschale unter horizontalen Kräften. Den Abschluß bildet 
die längs ihrer vier Ränder beliebig gestützte Schale, für die der Galerkinsche 
Ansatz benutzt wird. Numerische Ergebnisse enthält die Arbeit nicht. Die gesamte 
Bezeichnungsweise ist vom Verf. ohne nähere Erläuterung aus W. S. Wlassov, 


Allgemeine Schalentheorie, Moskau 1949, übernommen. SS. Woinowsky- Krieger. 


Darevskij, V. M.: Zur Theorie der zylindrischen Schalen. Priklad. Mat. Mech. 
15, 531—562 (1951) [Russisch]. 


| In der Arbeit wird eine strenge Partikularlösung für eine kreiszylindrische Schale mit 
einer Elementarbelastung aufgestellt, wobei unter der Elementarbelastung eine solche ver- 
standen wird, die über ein durch vier Hauptkrümmungslinien begrenztes, im allgemeinen 
-endliches Flächenelement der Schale gleichmäßig verteilt ist. Verf. geht von den fünf Gleich- 
gewichtsbedingungen der Loveschen Schalentheorie aus (die sechste für das Moment der Kräfte 
um die Schalennormale wird bekanntlich identisch erfüllt), aus denen er die Querkräfte nicht 
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eliminiert, da diese Operation mit einer Differentiation der. unstetig angenommenen Belastung 
verbunden ist. Die fünf Unbekannten (drei Verschiebungskomponenten und zwei Querkraft- 
größen) drückt er durch eine einzige Funktion aus, die einer partiellen Differentialgleichung 
achter Ordnung genügen muß. Aus dieser wird durch eine Fourier-Zerlegung in Umfangs- 
richtung ein unendliches System einfacher Differentialgleichungen gewonnen, die Verf. für eine 
unendlich lange Schale mit Hilfe der Fourier-Integrale löst. Schließlich wird der Übergang 
zu den Grenzfällen einer Linien- oder Einzellast (wenn eine oder beide Abmessungen des 
belastenden Flächenelements nach Null gehen) diskutiert. — Beispiele werden nicht gerechnet. 
A. Kromm. 

Das Gupta, Sushil Chandra: Some simple problems of thiek conical shells. 
Bull. Caleutta math. Soc. 43, 119—122 (1951). 

Die vom Verf. behandelte dicke Schale ist der elastische Körper, welcher 
von zwei dieselbe Achse und Spitze besitzenden Rotationskegeln begrenzt ist, 
in dem Fall, wo eine in der Spitze achsiale Kraft und ein ebenfalls axiales Kräfte- 
paar auf den Körper ausgeübt werden. Verf. ermöglicht die Berechnung des 
Spannungstensors in Polarkoordinaten, indem er vereinfachende Ansätze für die 
Verschiebungskomponenten annimmt. Die Ergebnisse umfassen als Spezialfall die 
vom Mithell (1900) und Gosh (1936) behandelten, den Rotationskegel betreffen- 
den Probleme. V. Välcovici. 


Zenova, E. F. und V. V. Novozilov: Die symmetrische Deformation von torus- | 


förmigen Schalen. Priklad. Mat. Mech. 15, 521—530 (1951) [Russisch]. 


In der Arbeit wird der axialsymmetrische Verformungszustand in Kreis- | 


ringschalen untersucht. Die aus dem Buch von Novozilov, Theorie dünner 
Schalen, 1947, übernommene Differentialgleichung dieser Schalen wird für den 
homogenen Fall mit Hilfe einer Reihe von Substitutionen und Vernachlässigun- 
gen auf eine Besselsche Differentialgleichung zurückgeführt, deren Lösung Verf. 
durch Hankelsche Funktionen ausdrückt. Die Partikularlösung erhält er in Form 
einer trigonometrischen Reihe, deren Koeffizienten sich aus ausreichend schnell 


konvergierenden Kettenbrüchen berechnen lassen. Die angegebene Partikular- 


lösung gilt für den Fall einer durch einen gleichmäßigen Normaldruck belasteten 


Kreisringschale, die längs des äußeren Äquatorkreises einen Schlitz hat, dessen 


Ränder durch konstante Normalschnittkräfte belastet sind. A. Kromm. 


Fichera, Gaetano: Problemi analitiei attinenti alla teoria matematica del- 
P’elasto-statiea. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 


1772 17841951). 
Vgl. dies. Zbl. 41, 65. 
Gross, Wolf: Sulla matrice di Green di un problema di elastieitä piana. Atti 


Congr. III. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 179—181 (1951). 
Vgl. dies. Zbl. 34, 409. 


Roma, Maria Sofia: Sull’integrazione del sistema dell’elasto-statica tridimen- 
sionale nel caso di un manicotto eilindrieo illimitato. Atti III. Congr. Un. Mat. 
Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 182—184 (1951) 

Vgl. dies. Zbl. 34, 409. 


Stankiewiez, Lidia: Sul caleolo della deformazione della piastra poggiata su 
suolo elastico. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital.,, Pisa 23—26 Settembre 1948, 
185—186 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 32, 365. 


Tonolo, Angelo: Sopra una classe di deformazioni finite. Atti III. Congr. Un. 
Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 196—199 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 36, 230. 

Grioli, Giuseppe: Sulla deformazione di un involuero eilindrieo forato uni- 


formemente premuto. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 
1948, 237—238 (1951). 
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Rabotnov, Ju. N.: Angenäherte technische Theorie der elastisch-plastischen 
Schalen. Priklad. Mat. Mech. 15, 167—174 (1951) [Russisch]. 

Die technische Theorie elastisch-plastischer Schalen erfaßt nach der Defini- 
tion des Verfassers nur solche einfache Fälle der äußeren Belastung, die in der 
Schale keine Scherkräfte und Drillmomente und in Richtung der einen Haupt- 
krümmungslinie keine Verkrümmungen hervorruft und für die in Richtung der 
anderen Hauptkrümmungslinie nur Biegemomente entstehen. Diese einfachen 
Spannungszustände der Schale werden näherungsweise an einem Gedanken- 
modell einer zweischichtigen Schale untersucht, wobei der Abstand der Schichten 
und ihre Dicke so gewählt werden, daß das Modell im elastischen Bereich dieselben 
Dehn- und Biegesteifigkeiten hat wie die wirkliche Schale. Mit Hilfe dieses Ge- 
dankenmodells werden im plastischen Bereich die elastisch-plastischen Zonen in 
der Nähe der Schalenmittelfläche aus der Betrachtung ausgeschlossen. Im einzelnen 
werden die Gleichungen für eine zylindrische Schale mit rotationssymmetrischer 
Belastung für das lineare und das exponentielle Verfestigungsgesetz hingeschrieben. 

A. Kromm. 

Stüssi, F.: Die Grundlagen der mathematischen Plastizitätstheorie und der Ver- 
such. Revista Acad. Ci. Madrid 44, 123—138 (1950). 

* Sakadi, Zyur6: Critieism on the equations of flexural vibration of a thin bar. 
Math. Japonicae 2, 79—85 (1951). 


Berücksichtigt man bei der Berechnung der Biegeeigenfrequenzen eines prismatischen 
Stabes die rotatorische Trägheit der Elemente des Querschnitts und die Schubverformung, 
so ergeben sich Abweichungen gegenüber den Ergebnissen der elementaren Theorie, die diese 
Einflüsse vernachlässigt. Sie wurden von Timoshenko bei der Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen berücksichtigt, wobei die Vorstellungen der technischen Festigkeitslehre benutzt 
werden. Verf. behandelt das Problem für den kreisförmigen Stabquerschnitt mittels der genauen 
Differentialgleichungen, die sich aus der Elastizitätstheorie ergeben, und behauptet, daß die 
strengen Ergebnisse merklich von denen abweichen, die Timoshenko gefunden hat. Der 
Beweis, den Verf. für seine Behauptung erbringt, scheint dem Ref. nicht völlig einwandfrei 
zu sein. A. Weigand. 

Pastori, Maria: Velocitä di propagazione in un mezzo anisotropo ed invarianti 
del tensore elastieo. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 
171—173 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 37, 273. 

Reineri, Giuseppe: Solidi viscosi soggette a distorsioni comungque variabili nel 
tempo. Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 85, 236—246 (1951). 

Unter der Hypothese der Linearität der zähen Verzerrungen in bezug 
auf die elastischen Verzerrungen und Spannungen gelangt Verf. zu der Formel 
&=&,(1-+ y), welche die Distorsion (dislocation) & durch die im Anfang vor- 
handene Verzerrung &, in einem kleinen Zeitintervalle darstellt. Hinterher wird 
das endliche Zeitintervall in solche kleinen -(£;+] — t;) eingeteilt, daß die vorige 
Formel im Innern eines solchen kleinen Intervalles gültig bleibt. Mittels dieser 
Einteilung und nachträglicher Summierung bekommt Verf. die entsprechenden 
endlichen Deformationen, und somit beweist der Verf., daß die totale Verzerrung 
nur von dem Werte der Distorsion abhängt, nicht aber von der Art und Weise, wie 
. diese durchgeführt wird. Ein entsprechendes Diagramm wird gegeben, wobei & als 
Funktion der Zeit eingetragen wird. V. Välcovici. 

Seott Blair, 6. W. and M. Reiner: The rheological law underlying the nutting 
equation. Appl. sci. Research A 2, 225—234 (1951). 

Durch Elimination der Zeit t aus der von P. G. Nutting [Proc. Ann. Soc. 
Test. Mat. 21, 112 (1921)] aufgestellten Gleichung 
kann dieser eine Form gegeben werden, in denen sowohl die Spannung o als auch 
die Dehnung & variieren können. Diese Umformung gestattet die Berücksichtigung 
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von Vor-Dehnungen vor Aufbringung der Spannungen. Für gewisse Systeme ist 

die anfängliche Dehnung &, mit der Spannung o durch das Bachsche Potenz- 

gesetz verbunden. Th. Pöschl. 
Graffi, Dario: Su aleune questioni di elastieitä ereditaria. Atti Accad. naz. 


Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 10, 25—30 (1951). / 
Spannungen und Deformationen gehorchen nach der hereditären Theorie, 


anstatt dem Hookeschen Gesetz, einer Integro-Differentialgleichung mit zwei 
Integralen, in denen als Kerne Volterrasche Erinnerungsfunktionen der Zeit 'auf- 


treten. Verf. sucht nach Bedingungen, unter denen die hereditäre Theorie wohl 
die Deformationen der klassischen Theorie, nicht aber zugleich deren Spannungen 
ändert. Es zeigt sich, daß bei gegebener Belastung 1. die Spannungen der nicht- 


hereditären Theorie lineare Ortsfunktionen sein müssen und daß 2. die beiden | 


Erinnerungsfunktionen dann in einem festen, nur von der Querdehnungszahl 
abhängigen Verhältnis zueinander zu stehen haben. Das zweite Resultat wird 


anschließend auf eine Klasse gemischter Oberflächenbedingungen ausgedehnt. 


Schließlich weist Verf. nach, daß Spannungen des ebenen Problems in Abwesen- 
heit von Massenkräften keinerlei Änderung durch die Einführung der Heredität 
erfahren. S.Woinowsky- Krieger. 


Hydrodynamik: 

Fassd, Costantino: Di un integrale intervenuto in una questione di idrauliea. 
Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 471—497 (1951). 

Die Flüssigkeitsströmung, die sich ausbildet in Rohren mit elastischer Wand, 
führt bei rechnerischer Beschreibung zur Funktion 


T 


dx x» 
( la 
at 


Zeichnerische Darstellung von (1) und Tabellierung für einfache Werte des 


Parameters 2. W. Maier. 
Nigam, 8. D.: Advancement of fluid over an infinite plate. Bull. Caleutta 
math. Soc. 43, 149—152 (1951). 
Längs einer unbegrenzten ebenen Wand bewegt sich eine dazu senkrechte 
ebene Wand normal zu sich selbst geradlinig-gleichförmig fort. In dem sich ver- 


größernden räumlichen Quadranten befindet sich eine zähe inkompressible Flüssig- 
keit. Verf. möchte das instationäre Problem der aus der Ruhe einsetzenden Wand- 


bewegung behandeln und die an der ruhenden Wand sich ausbildende Grenzschicht- 
strömung berechnen. Was er in Wirklichkeit berechnet, ist der Fall der bereits 
aus aller Ewigkeit her sich bewegenden Wand, also die relativ zu dieser bewegten 
Wand stationäre Strömung. In diesem Bezugssystem ist im laminaren Fall seine 
schließlich gewonnene Differentialgleichung nichts anderes als die der Blasius- 
schen Plattengrenzschicht, die er freilich bei anderen Randbedingungen zu lösen 
hat. Das hierzu angegebene Iterationsverfahren wird bis zur zweiten Näherung 
durchgeführt, das Resultat ohne Diskussion, ohne numerische Auswertung und 
ohne Fehlerabschätzung mitgeteilt. Für den turbulenten Fall, für den hinsichtlich 
des wirklich behandelten Problems dasselbe wie oben gilt, benutzt Verf. nicht nur 
den Ansatz der Prandtlschen Impulsaustauschtheorie, sondern unbedenklich auch 
jenen der Taylorschen Wirbeltransporttheorie, macht sodann einen mathematisch 
bequemen aber sonst nicht begründeten Ansatz für die Mischungsweglänge und 
gelangt dadurch nach beiden Ansätzen zu der gleichen gewöhnlichen Differential- 
gleichung, die sich elementar integrieren läßt. Das merkwürdige Ergebnis der 
Rechnung wird dabei nicht diskutiert. H. Görtler. 
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Gotusso, Guido: Sopra un prineipio variazionale nei liquidi viscosi. Atti Accad. 
E Sei. Torino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 85, 380—388 (1951). 

Für langsame Bewegungen zäher Flüssigkeiten wird gezeigt, daß (mit 
Benützung der Bezeichnungen des invarianten Differentialkalküls) das Integral 


D = iu Yo? — 20 (U — p)u)dr 
T) 


für die wirkliche Bewegung ein Minimum ist, wobei zur Konkurrenz die Nachbar- 
bewegungen zugelassen werden, für welche die Geschwindigkeiten am Rande 
dieselbe Haftbedingung erfüllen. Ferner werden noch andere Ausdrücke für dieses 
Integral angegeben, wobei sich neue Gesichtspunkte bezüglich der vermöge der 
Zähigkeit dissipierten Energie ergeben. Th. Pöschl. 

Broer, L. J. F.: On the influence of acoustie relaxation on compressible flow. 
Appl. Sci. Research A 2, 447—468 (1951). 

Da in Gasen eine gewisse Zeit nötig ist, um das innere thermodynamische 
Gleichgewicht zu erreichen, treten Relaxationserscheinungen auf. Verf. versucht, 
den Einfluß dieser Erscheinungen auf die Gasdynamik abzuschätzen. Der Grund- 
gedanke der Arbeit ist die Aufspaltung der verschiedenen thermodynamischen 
Größen wie Energie, spezifische Wärme, Temperatur usw. in einen sofort reagie- 
reden translatorischen und einen ‚langsam‘ reagierenden Relaxationsanteil. Es 
werden die Bewegungsgleichungen angeschrieben, die Charakteristiken werden 
abgeleitet und auf die stationäre zweidimensionale bzw. instationäre eindimensio- 
nale Strömung spezialisiert. Schließlich werden die Gleichungen für die stationäre 
eindimensionale Strömung integriert und ausgewertet. Die Arbeit schließt mit 
einigen Bemerkungen über Verdichtungsstöße. F. Cap. 

Driest, E. R. van: Turbulent boundary layer in compressible fluids. J. aeronaut. 
Sci. 18, 145—160, 216 (1951). 

In Übertragung bekannter Betrachtungen für inkompressible Flüssigkeiten 
werden für die mittlere Bewegung in einer turbulenten kompressiblen Grenz- 
schicht Kontinuitäts-, Impuls- und Energie-Differentialgleichungen sowie die 
Ausdrücke für scheinbare turbulente Spannungen und Dissipation aufgestellt ohne 
Überprüfung von Vernachlässigungen. Das eigentliche Ziel ist die dann folgende 
Herleitung einer allgemeinen Formel für die Wandreibung an einer ebenen Platte 
mit Wärmeleitung bei konstantem äußerem Druck und unter Annahme einer sehr 
dünnen Reibungsschicht, die von der Vorderkante an turbulent sein soll, sowie 
unter der Annahme, daß eine vom Verf. definierte turbulente Prandtl-Zahl 
gleich 1 sein soll. Die unter insgesamt unkontrollierbaren Vereinfachungen er- 
zielten Ergebnisse, über deren praktischen Wert man demgemäß vorerst nichts 
sagen kann, werden in zahlreichen Diagrammen wiedergegeben (Machsche Zahlen 
der Anströmung bis 10). Im Falle keiner Wärmeübertragung auf die turbulente 
Grenzschicht werden Vergleiche mit von Kärmänschen Formeln gegeben. H.Görtler. 

Manera, Giancarlo: Il prineipio della eonservazione dell’energia, secondo La- 
grange, nei liquidi in riposo. Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 85, 
348—354 (1951). 

Verf. untersucht die Energie einer ruhenden tropfbaren Flüssigkeit, wobei 
' er neben dem etwa durch Schwerkräfte hervorgerufenen Potential auch die ela- 
stische Energie der zusammengedrückten Flüssigkeit berücksichtigt. W. Wuest. 

Noeilla, Silvio: Sul problema dell’ala triangolare a veloecitä ipersoniea in 
deriva. Atti Accad. Sei. Torino, Cl. Sei. fis. mat. natur. 85, 159—171 (1951). 

Mittels der Methode von H. J. Stewart [Quart. appl. Math. 4, 246—254 (1946)] zur 
Behandlung des dünnen ebenen Dreiecksflügels bei symmetrischer Überschallanblasung be- 
stimmt Verf. die Komponenten der Störgeschwindigkeit, die ein schiebender, dünner, ebener 
Dreiecksflügel mit Unterschallvorderkanten (unter kleinem Anstellwinkel) in einer Überschall- 


parallelströmung hervorruft. Damit wird dann Auftrieb und Schieberollmoment des Flügels 
ermittelt. — Die angegebenen Formeln für diese Größen sind jedoch falsch; die aus ihnen 
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(numerisch richtig) berechneten Kurven der Figuren 3 und 4 über Auftrieb und Rollmoment 
als Funktion des Schiebewinkels für zwei spezielle Flügel bei einer gegebenen Machzahl der 
Anströmung wurden vom Ref. geprüft und keine von ihnen als richtig befunden. Auch ist 
nicht beachtet, daß der Schiebewinkel bei der vom Verf. benutzten Methode natürlich dadurch 
begrenzt ist, daß keine der Seitenkanten des Dreiecksflügels Abflußkante werden darf. Man 
hätte sonst auf einer solchen Kante die Kutta-Joukowskische Bedingung erfüllen müssen. — 
Selbst methodisch hat die Arbeit keinen Anspruch auf Originalität. Mit einem funktionen- 
theoretischen Verfahren hat P. Germain (Office nationale d’&tudes et de recherches aeronau- 
tiques, No. 34, Paris 1949) das gleiche Problem behandelt, ohne jedoch, der weiteren Ziel- 
setzung seiner Arbeit entsprechend, auf eine ingenieurmäßige Verarbeitung des Störpotentials 
zu anderen aerodynamischen Beiwerten als dem des Auftriebs einzugehen und die gleiche 
Methode wie Verf. hat schon G. M. Roper (dies. Zbl. 34, 118) angewendet. — Vgl. auch 
M. A. Heaslet, H. Lomax und A.L. Jones, N. A. C. A. Rep. 889 (1947); A. L. Jones, 
J. R. Spreiter und A. Alksne, N. A. C. A. TN 1700 (1948); M.A.Heaslet und H. Lomax, 
N. A.C. A. Rep. 961 (1950), N. A.C. A. TN 2496 (1951). H. Behrbohm. 

Tan, H. $.: Strength of refleeted shock in Mach refleetion. J. aeronaut. Sci. 
18, 768—770 (1951). 

Verf. untersucht die Ausbreitung eines geraden ebenen Verdichtungsstoßes 
gegen eine konkave Ecke. Der Verdichtungsstoß sitzt auf der Wand auf. Die 
Wände der Ecke bilden den kleinen Winkel 9. Nach den Methoden von Lighthill 
(dies. Zbl. 37, 119) wird die Stärke der entstehenden reflektierten Welle berechnet. 
Sie ist proportional 9°. H. Wendt. 

Teofilato, Pietro: La similitudine idrogasdinamica nel quadro della simili- 
tudine geometrica e fisiea. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 


1948, 200—201 (1951). 


Wärmelehre; 


Huber, A.: Das Verhalten der Integrale der Gibbs-Duhem-Margulesschen 
Gleiehung für binäre Gemische in der Umgebung ihrer festen singulären Stellen. 
Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. Ila 160, 181—197 (1951). 

@ Guinier, Georges: Elements de physique moderne theorique. III: Statisti- 
ques quantiques. Preface de L. de Broglie. (Bibliotheque de la Science moderne). 
Paris: Bordas 1951. 174 p. 

Part I: Mecanique Ondulatoire, Paris 1949; Part II, Paris 1950. This volume 
of professor Guinier’s introduction to modern theoretical physics deals with 
quantum statistics and concludes the series. Chapter headings (with number of 
pages in brackets) are as follows: Statistical mechanics and the kinetice theory 
of gases (29 pp.); specific heat of solids (37 pp.); specific heat of perfect gases 
(13 pp.); block body radiation (11 pp.), electron theory of metals (53 pp.); 
Appendices (18 pp.). This list immediately suggests omissions, for quantum stati- 
stics has been applied successfully to semiconductors, metal-semiconductor con- 
tacts, liquid Helium, ete., which are referred to en passant or not at all. — 
The presentation is clear and elementary. Thus there is no mention of Liouville’s 


theorem or of Gibbs ensembles, and the distribution laws are derived by the. 


method of the most probable distribution. This is a very suitable approach for 
a first introduction, but the existence of other, more satisfactory, methods of 
establishing the distribution laws might be pointed out even in an elementary 
book, since all the applications depend on the precise mathematical form of these 
laws. — The book is lucid as far as it goes, and thus provides a satisfactory, if in- 
complete, introduction to quantum statisties and its applications. P. T. Landsberg. 

Varsavsky, Oscar Alberto: Der Ergodensatz in der Quantenmechanik. Rev 
Un. mat. Argentina 14, 350—365 und engl. Zusammenfassg. 350 (1950) [Spanisch]. 

Tranter, €. J.: Heat conduetion in the region bounded internally by an ellip- 
tical eylinder and an analogous problem in atmosphere diffusion. Quart. J. Mech 
appl. Math. 4, 461-465 (1951). er 

Die Lösung der Wärmeleitungsgleichung im ursprünglich gleichmäßig kalten 
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Außengebiet eines ständig gleich heißen elliptischen Zylinders wird nach Trans- 
formation auf elliptische Koordinaten mit Hilfe der Laplace-Transformation und 
der Mellinschen Umkehrformel in Form einer Integralreihe gefunden. In den 
Integranden treten die bei N. W. McLachlan (Theory and application of Mathieu 
functions, Oxford 1947, this Zbl. 29, 29) definierten Mathieuschen Funktionen 
auf. Der Grenzübergang zum Kreiszylinder führt richtig auf die von Carslaw 
und Jaeger (Conduction of heat in solids, Oxford 1947, this Zbl. 29, 378) mit- 
geteilte Lösung. Die Lösung der entsprechenden Diffusionsaufgabe — gleichmäßig 
verdunstender Streifen von der Breite der Brennstrecke — stimmt nicht mit der 
von D. R. Davies (this Zbl. 41, 140) angegebenen Lösung überein; der dort be- 
nutzte Orthogonalitätssatz scheint nicht zuzutreffen, wie Verf. bemerkt. 
U. T. Bödewadt. 


Relativitätstheorie; 


Finzi, Bruno: Sulla formulazione integrale delle leggi elettromagnetiche nello 
spazio-tempo. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 
163—165 (1951). 

Vgl. dies. Zbl. 36, 416. 

* Udeschini, Paolo: Sulla indeterminazione del tensore energetico nello spazio- 
tempo. Atti III. Congr. Un. Mat. Ital., Pisa 23—26 Settembre 1948, 166—167 
(1951). 

Vgl. dies. Zbl. 36, 426. 

Pratelli, Aldo M.: I tensori coniugati del campo elettromagnetico. Ist. Lom- 
bardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 191—207 (1951). 

L’A. presenta un’analisi formale sistematica delle grandezze tensoriali e 
delle leggi fondamentali del campo elettromagnetico quando si segue l’indirizzo 
relativistico inaugurato da H. Minkowski. G. Lampariello. 

Iwata, Giiti: Relativity of representation coordinates and its consequences. 1. 
Progress theor. Phys. 6, 684—690 (1951). 

Narlikar, V.V. and K.P. Singh: Stationary gravitational fields. Bull. Cal- 
cutta math. Soc. 43, 168—174 (1951). 

Ein Gravitationsfeld wird als ‚stationär‘‘ definiert, wenn es keine nicht- 
triviale Variation der g£, gibt, die die Feldgleichungen unverändert läßt; als 
„trivial “werden dabei Variationen von in der Lösung enthaltenen Parametern 
(z.B. der Masse in der Schwarzschildschen Lösung) und infinitesimale Koordi- 
natentransformationen bezeichnet. Von den untersuchten Beispielen (kugel- 
symmetrische statische und nicht-statische Lösungen, kosmologische Lösungen) 
erweist sich nur die Schwarzschildsche Lösung als stationär. Die metaphysischen 
Überlegungen, die die besondere Bedeutung stationärer Lösungen erweisen sollen, 
entziehen sich der Beurteilung des Ref. @G. Lüders. 

Gilloch, Josephine M. and W. H. MeCrea: The relativistic mass of a rotating 
eylinder. Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 190—195 (1951). 

Die Verff. benutzen die Ergebnisse einer Untersuchung von G.L. Clark 
(dies. Zbl. 33, 425), in welchen die Gravitationspotentiale eines um seine Achse 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Zylinders angegeben worden 
sind. Nach diesem Vorbild werden zur Weiterentwicklung dieser Theorie die 
Feldgleichungen der Gravitation in der für schwache Felder gültigen Standard- 
form zugrunde gelegt. Zunächst läßt sich aus Clarks Ergebnissen die Gravita- 
tionsmasse ma berechnen. Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden: 1. der frei 
rotierende Zylinder (ohne Longitudinalspannungen), 2. isotrope Materialspannun- 
gen. In beiden Fällen gewinnen die Verff. Ausdrücke für die Gravitationsmasse mg, 
deren Bedeutung darin liegt, daß zum ersten Male an einem Beispiel eine all- 
gemeine Aussage der Theorie bestätigt wird, dahingehend, daß der Gravitations- 
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effekt einer Massenverteilung nicht nur von der Eigenmasse und kinetischen 
Energie, sondern auch von ihrem Spannungszustand abhängt. Die Ergebnisse 
gestatten eine Anwendung auf den Whittakerschen Satz über den Zusammen- 
hang von og (Dichte der Gravitationsmasse) und der Spur 7, + Ta + Tat Ta 
des Energietensors T',,. Weitere Berechnungen betreffen Ruhmasse, Relativmasse 
und invariante Dichte 7% in den von vornherein zugrunde gelegten Fällen. . 
Die Resultate werden tabellarisch zusammengestellt. M. Pinl. 

Rosen, Nathan: A partiele at rest in a statie gravitational field. Reviews 
modern Phys. 21, 503—505 (1949). 

L’A. dimostra che affinche una particella sia in quiete in un campo gravita- 
zionale einsteiniano statico € necessario che la forza agente sulla particella sia 
nulla. La dimostrazione diretta si ispira al metodo di Weyl e Levi-Civitä, 
anzich& alla circostanza fondamentale che le equazioni del moto di una particella 
possono essere dedotte dalle equazioni del campo, quale & stata posta in evidenza 
per la prima volta nella Memoria di Einstein, Infeld ed Hoffman (questo 
Zbl. 18, 281). @. Lampariello. 

Nariai, Hidekazu: On a new cosmologieal solution of Einstein’s field equa- 
tions of gravitation. Sci. Rep. Töhoku Univ., I. Ser. 35, 62—67 (1951). 

Pastori, Maria: Sull’uffieio del tensore fondamentale nell’ultima teoria di Ein- 
stein. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 84, 509—518 (1951). 

Lo scopo di questa Nota & di istituire un confronto fra il tensore fondamentale 
(simmetrico) della teoria della relativitä generale e il tensore fondamentale (asimme- 
trico) dell’ultima teoria unitaria di Einstein (1950) allo scopo di mostrare come, 
con opportune precisazioni, questo secondo tensore abbia un ufficio analogo & 
quello del primo. G. Lampariello. 

Infeld, L. and A. E. Scheidegger: Radiation and gravitational equations of 
motion. Canadian J. Math. 3, 195—207 (1951). 

Die von Einstein-Infeld-Hoffmann gegebene Lösung (dies. Zbl. 18, 281) 
für das Problem der Bewegung von Körpern in ihrem Gravitationsfeld ist in Hin- 
sicht auf folgende Fragen diskutiert: 1. Die Rolle der bei dieser Lösung benutzten 
Koordinaten-Bedingung ist mit dem Einfluß von ‚‚infinitesimalen‘“ Koordinaten- 
transformationen verglichen. Es ergibt sich, daß die durch Änderung der Ko- 
ordinatenbedingung verursachte Änderung der Bewegungsgleichungen und der 
Metrik auch durch eine passende Koordinatentransformation zustande kommen 
kann. 2. Es wurde untersucht, ob die Einstein-Infeld-Hoffmannsche Methode auch 
Lösungen erlaubt, welche eine mit Ausstrahlung von Gravitationswellen ver- 
bundene Bewegung beschreiben. Es ergibt sich, daß diejenigen Lösungen, welche 
formal zu einer solchen Ausstrahlung führen, trotzdem durch eine passende Ko- 
ordinatentransformation auf die strahlungsfreie Lösung zurückgeführt werden 
können. Damit kommen die Verff. zu der Schlußfolgerung, daß die Einstein-Infeld- 
Hoffmannsche Methode keine mit der Ausstrahlung von physikalisch bedeutungs- 
vollen Gravitationswellen verbundene Lösung zuläßt. Papapetrou. 

Scheidegger, Adrian E.: Gravitational transverse-transverse waves. Phys. 
Review, II. Ser. 82, 833—885 (1951). 

Ergänzende Diskussion zu der vorsteh. ref. Arbeit. Es ist bewiesen, daß die 
Einstein-Infeld-Hoffmannsche Methode auch dann keine physikalisch bedeutungs- 
volle Gravitationsstrahlung zuläßt, wenn man in der Entwicklung der Größen Yıs 
Terme einführt, welche transversal-transversalen Wellen entsprechen. 

Papapetrou. 

Scheidegger, Adrian E.: On gravitational Radiation. Proc. II. Canadian math. 
Congr. Vancouver 1949, 218—224 (1951). 

Qualitative Beschreibung der Ergebnisse der beiden vorsteh. ref. Arbeiten. 


Papapetrou. 
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Brdicka, M.: On gravitational waves. Proc. Roy. Irish Acad., Seet. A 54, 
Nr. 9, 137—142 (1951). 

Setzt man in den Einsteinschen Feldgleichungen den Energietensor 7% formal 
gleich dem mit —1 multiplizierten Spannungs-Energie-Impuls-Tensor einer 
elektromagnetischen Planwelle, so erhält man als Lösung eine ebene Gravitations- 
welle, deren Wellenlänge mit der der elektromagnetischen Welle übereinstimmt. 
In dem zugrunde liegenden Koordinatensystem (in dem die Lösung eine sich mit 
Lichtgeschwindigkeit ausbreitende Welle darstellt) verschwindet T# + 1%, so daß 
der Energietransport der Gravitationswelle formal durch den Tensor 7% der 
„negativen“ elektromagnetischen Welle kompensiert wird. R. Kippenhahn. 

Ingraham, R. L.: Conformal relativity. Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 
54, 315—317 = Indagationes math. 13, 315—317 (1951). 


Schouten und Haantjes (dies. Zbl. 13, 367) haben gezeigt, wie die projektive Geometrie 
einer 4, mit der konformen Geometrie einer X, zusammenhängt. Diese Ideen benutzt Verf. 
für den Aufbau einer konformen Feldtheorie. Die Feldgleichungen werden aus einem Variations- 
prozeß abgeleitet. Eine ausführliche Darstellung der in dieser zu kurz gehaltenen Arbeit an- 
gegebenen Theorie wird angekündigt. J. Haantjes. 


Quantentheorie; 


Viard, Jeannine: Recherches sur la m&canique ondulatoire non relativiste des 
syst&mes. Collect. Math. 2, 175—272 (1949). 

On etudje syst&matiquement les proprietes de la m&canique ondulatoire non 
relativiste qui gen£ralisent les theoremes connus de la mecanique newtonienne. — 
On construit un ‚‚calcul vectoriel‘ et un ‚calcul tensoriel gauches“, contenant 
automatiquement les lois de non-commutation, et se reduisant aux calculs ordi- 
naires pour A —0; on developpe alors une ‚„cin&matique‘ puis une „dynamique 
op£ratorielles‘‘. — Les differents problemes de la m&canique rationnelle sont ensuite 
repris sur ces bases: changement de referentiel, cas de parametres ou variables 
surabondants, integrales premieres (non toutes utilisables simultan&ment), theorie 
des liaisons (le point figuratif est astreint & rester sur une hypersurface de l’espace 
de configuration, ä laquelle est tangent l’operateur vectoriel d’impulsion), th6orie 


du corps rigide. — A signaler, & propos des changements de variables, l’etude des 
formes les plus generales d’operateurs se ramenant & des formes connues et facile- 
ment &tudiees. O. Costa de Beauregard. 


. Kato, Tosio: Note on Schwinger’s variational method. Progress theor. Phys. 
6, 295—305 (1951). 

Verf. zeigt an der radialen Wellengleichung der $-Streuung, daß eine Varia- 
tionsmethode von Schwinger eine untere Grenze für den absoluten Betrag der 
Streuphase liefert, wenn das Potential semidefinit und nicht so stark ist, daß 
der Betrag der Streuphase den Wert x überschreitet. Weiterhin wird eine Ver- 
besserung der Schwingerschen zweiten Näherung dadurch gefunden, daß die gün- 
stigste Linearkombination aus den von Schwinger angegebenen Funktionen erster 
und zweiter Näherung aufgesucht wird. Schließlich kann unter Benutzung der 
zweiten Schwingerschen Näherung auch eine obere Grenze für den Betrag der 
Streuphase abgeleitet werden. W. Franz. 


Kato, Tosio: Upper and lower bounds of scattering phases. Progress theor. 
Phys. 6, 394—407 (1951). 

Es wird eine strenge Methode angegeben, um obere und untere Grenzen der 
Streuphase anzugeben. Die Streuphasen werden mittels eines Variationsprinzips 
näherungsweise ermittelt (s. vorsteh. Referat) und sodann aus dem mittleren 
Fehlerquadrat der Wellengleichung (angewandt auf die genäherte Wellenfunktion) 
eine Abschätzung für die obere und untere Grenze der Streuphase gewonnen 
(welche schärfer ist als die in der vorstehend referierten Arbeit abgeleitete). 
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Die Anwendung auf die Streuung langsamer Elektronen am Wasserstoffatom in 

Ein-Elektronen-Näherung ergibt mit einem nur zweiparametrigen Ansatz für die 

genäherte Wellenfunktion die Streuphase mit einem Fehler von weniger als 1%. 
W. Franz. 

Nishiyama, Toshiyuki: Note on many fermion problems. Progress theor. 
Phys. 6, 366—378 (1951). 

Michel, Louis: Th6or&me sur les invariants form6s de quatre fonctions d’onde 
de Dirae. Application: Seetion efficace de diffusion nuel&on-nueleon. J. Phys. 
Radium 12, 793—804 (1951). 

Verf. bestimmt kovariante Tensorgrößen, die sich aus 4 Diracschen Wellen- 
funktionen bilden lassen. (Spezialfall eines allgemeineren Satzes, vgl. F. L. Bauer, 
dies. Zbl. 46, 216.) Er bestätigt, daß sich aus den bekannten fünf Wechselwirkungs- 
termen des ß-Zerfalls nach Fermi und Gamow alle möglichen linear kombinieren. 
Es ergeben sich Vereinfachungen in der Berechnung der Streuung von Nukleon 
an Nukleon nach den verschiedenen Mesonentheorien. Eine Ausdehnung der Unter- 
suchung auf Invarianten, gebildet aus einer anderen geraden Anzahl von Dirac- 
schen Wellenfunktionen, ist angedeutet. F. L. Bauer. 

Bernaseoni, Angela: Su un metodo per l’integrazione approssimata dell’equa- 
zione di Dirae. Ist. Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 261—271 
(1951). 

Wird die Lösung der Diracschen Gleichungen nach Potenzen von 1/c ent- 
wickelt, so lassen sich Rekursionsbeziehungen für die Entwicklungskoeffizienten 
angeben, die bis zu Gliedern von der Ordnung 1/c? einfach zu integrieren sind. 
Dieser Gedanke von Sewell wird hier erweitert. ©. Müller. 

Loinger, Angelo: Particella di Dirac-Pauli in campo magnetico uniforme. Ist. 
Lombardo Sci. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83, 60—64 (1951). 

La Nota contiene un’estensione alle particelle di Dirac-Pauli di spin !/, e 
momento magnetico anomalo del metodo usato da Johnson e Lippmann (questo 
Zbl. 37, 124) per lo studio dei moti di una particella in un campo magnetico uni- 
forme. G. Lampariello. 

Yukawa, Jiro and Hiroomi Umezawa: On the problem of eovariance in 
quantum eleetrodynamies. I. II. Progress theor. Phys. 6, 112—121, 197—201 (1951). 

Diskussion einiger formaler Schwierigkeiten der Quanten-Elektrodynamik. 
In I wird insbesondere das Problem der sogenannten „Eigenspannung‘“ (self 
stress) des Elektrons untersucht und die Gültigkeit einer Formel von Pais unter 
Benutzung der O-Meson-Theorie analysiert. Teil II ist im wesentlichen der Auf- 
hellung der Rolle der Eichinvarianz für die Kontinuitätsgleichung des Energie- 
Impuls-Tensors gewidmet. @. Lüders. 

Lax, Melvin: Multiple seattering of waves. Reviews modern Phys. 23, 287—310 
(1951). 

Die Theorie der Mehrfachstreuung wird systematisch entwickelt unter der 
Voraussetzung, daß die Streuung am einzelnen Streuzentrum und die Teilchen- 
dichte sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der gegenseitigen Lage zweier 
Teilchen bekannt sind. Verf. verallgemeinert eine Methode von Foldy so, daß 
die Theorie anwendbar wird auf: 1. Anisotrope Streuung; 2. Unelastische Streu- 
ung; 3. Streuung quantisierter Wellen, darunter Photonen; 4. Erzeugung und 
Absorption von Teilchen der kosmischen Strahlung; 5. Dopplereffekt infolge 
Bewegung der Streuer; 6. Streuer, welche unregelmäßig, teilweise oder ganz 
regelmäßig angeordnet sind. — Für die gesamte Strahlung wird eine Integral- 
gleichung aufgestellt, deren homogener Term die kohärente Strahlung ist. Die 
Schwächung der kohärenten Strahlung infolge inkohärenter Streuung wird aus 
der Bornschen Näherung der Integralgleichung gewonnen. W. Franz. 
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Chalvasi, Ch. T.: Zum Einfluß der Coulombschen Wechselwirkung auf die 
Umwandlung eines Teilchenpaares in Strahlung. Soobs3enija Akad. Nauk Gru- 
zinskoj SSR 12, 327—332 (1951) [Russisch]. 

Kichenassamy, $.: Interaction entre matiöre et rayonnement au voisinage de 
la resonance optique. J. Phys. Radium 12, 863—867 (1961). 

Levy, Maurice M.: On the relativistie pseudoscalar meson theory of the deuteron. 
Phys. Review, II. Ser. 84, 441—447 (1951). 

Es wird versucht, die Bindungsenergie des Deuterons zu berechnen, indem 
die Mollersche Wechselwirkung für 2 Nukleonen, die pseudoskalar an ein pseudo- 
skalares Feld gekoppelt sind, als Potential in eine Diracgleichung für 2 Teilchen 
eingeführt wird. Retardierungseffekte sind durch die Wahl des Mellerschen Aus- 
drucks für die Wechselwirkung automatisch berücksichtigt. Bei der weiteren 
Rechnung wird jeweils eine der folgenden Annahmen zugrunde gelegt: 1. die 
Zustände negativer Energie sind besetzt und daher als Zwischenzustände ver- 
boten; 2. die Zustände negativer Energie dürfen als unbesetzt angesehen werden. 
Es zeigt sich, daß in keinem der beiden Fälle ein stationärer Zustand existiert. — 
Die Überlegungen dieser Arbeit stellen eine Vorstufe zu L&evys neuer „nicht- 
adfabatischer‘ Behandlung der Nukleonenwechselwirkung dar und dürften jetzt 
als überholt angesehen werden. Ref. @. Lüders. 

Yamaguchi, Yoshio: The phenomenologieal analyses of mesonie processes. 
Progress theor. Phys. 6, 772—787 (1951). 

Es wird versucht, mesonische 1-Nukleonen-Prozesse (y +p —p-+ rn usw.) 
durch eine Breit-Wigner-Formel mit einem angeregten Nukleonenniveau unter 
einfachen Annahmen über die Energieabhängigkeit der zugehörigen J/'Koeffi- 
zienten zu beschreiben. Auf 2-Nukleonen-Prozesse pp —p-+n-+nrT usw.) 
wird eine Partialwellen-Analyse angewandt und vorgeschlagen, zur Deutung der 
Experimente entweder das Verbot eines Triplett-Singulett-Übergangs oder eines 
Paritätswechsels für das 2-Nukleonen-System zu postulieren. Die Konsequenzen 
der verschiedenen Annahmen werden diskutiert. @G. Lüders. 

Caianiello, E. R.: On the spin of the u-meson. Phys. Review, II. Ser. 83, 
735—740 (1951). 

Es wird untersucht, ob das u-Meson als Elementarteilchen vom Spin 3 nach 
der Theorie von Rarita und Schwinger (dies. Zbl. 26, 287) aufgefaßt werden 
könnte. Bei dem derzeitigen Stand der Theorie und der experimentellen Genauig- 
keit kann diese Möglichkeit nicht ausgeschlossen werden. F. L. Bauer. 

Petiau, Gerard: Sur la r6solution des &quations d’ondes du corpuseule de spin 4 % 
en interaetion avee un potentiel pseudoscalaire radial. J. Phys. Radium 12, 810— 
816 (1951). 

Neben dem elektrischen Potential U (r), das als Zeitkomponente eines Vierer- 
vektors in die Diracgleichung eingeht, können vom Mesonenfeld Potentiale I, (r), 
I,(r), die sich wie ein Skalar bzw. wie ein Pseudoskalar verhalten, herrühren. Man 
hat dann die Diraegleichung durch das Glied U(r) + I, (r) ya + Is(r) y; zu er- 
gänzen. Der Gesamtdrehimpuls ist weiterhin Integral der Bewegung und liefert 
‘ wie üblich die winkelabhängigen Eigenfunktionen. Verf. gibt für die radialen 
Eigenfunktionen das resultierende System von vier Differentialgleichungen an, 
das im allgemeinsten Fall recht kompliziert ist. Für einige spezielle, sehr ein- 
fache Annahmen über die verschiedenen Potentiale gelingt eine über den bis- 
herigen Stand hinausgehende Diskussion. F. L. Bauer. 

Kwal, Bernard: Formulation rationnelle de la th&orie des eorpuseules de spin 1, 
eu vue d’une theorie des mesons et des forces nueleaires. J. Phys. Radium 12, 
868—872 (1951). 
| Verf. demonstriert den kanonischen Formalismus für die von ihm eingeführten 

„echten Potentiale‘‘ des Mesonenfeldes (s. nachsteh. Ref.). In den dabei resultie- 
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renden Kernkraftpotentialen treten die Terme mit r-? und r-® nicht mehr 
auf. F. L. Bauer. 

Kwal, Bernard: Les potentiels gen6ralises en theorie du corpuscule de spin 1 
en presence des sources, et la diffieult6 fondamentale de la theorie du meson. 
C. r. Acad. Seci., Paris 232, 37—38 (1951). 

Verf. will die 10 Größen der nicht verkürzten vektoriellen Kemmergleichung 
als Feldgrößen aufgefaßt wissen, er kann sie dann aus 10 potentialartigen Größen 
ableiten. Für letztere gelten unter vernünftiger Annahme für die Quellverteilungen 
gewisse kovariante Bedingungen. Eine Festlegung der Potentiale geschieht nur 
bis auf Eichtransformationen. Für verschwindende Ruhmasse stellen sich ohne 


Zwang die Maxwellschen Gleichungen mit der Lorentzbedingung her. In der ab- 


schließenden Diskussion im Hinblick auf die Mesonentheorie der Kernkräfte hofft 
Verf., durch eine feinere Unterscheidung von ‚echten Feldgrößen“ und ‚echten 
Potentialgrößen‘‘ gewisse Schwierigkeiten in der Divergenz der Wechselwirkungs- 
glieder beseitigen zu können. F. L. Bauer. 

Kwal, Bernard: Equations fondamentales de la forme nouvelle de la theorie 
du meson. J. Phys. Radium 12, 148 (1951). 

Verf. gibt eine Ausdehnung seiner Potentialdefinition (s. vorsteh. Ref.) auf 
die Fälle des skalaren, pseudovektoriellen und pseudoskalaren Kemmerfeldes an. 

F. L. Bauer. 

Kwal, Bernard et Louis de Broglie: Quelques eonsiderations sur les transior- 
mations de jauge et la definition des tenseurs de Hertz en th6orie du eorpusceule 
maxwellien de spin 1. C. r. Acad. Sci., Paris 232, 2056—2058 (1951). 

In der vektoriellen Kemmergleichung läßt sich, falls eine der Quellvertei- 


lungen (die vektorielle oder die bivektorielle) verschwindet, für die vom Verf. 


(s. zweitvorsteh. Ref.) definierten zugehörigen Potentiale durch Umeichung Über- 
einstimmung mit den Feldgrößen erzielen. Dann deckt sich der Sachverhalt mit 
der üblichen Auffassung, daß in der Kemmergleichung Feldgrößen und Potential- 
größen stehen. — Verf. kann in seiner Theorie auch einen Hertzschen Vektor, aus 
dem sich die verallgemeinerten Potentiale gewinnen lassen, angeben. F.L. Bauer. 

Wessel, Walter: On relativistie quantum mechanies and the mass operator. 
Phys. Review, II. Ser. 83, 1031—1037 (1951). 

Die von Neumann, Wigner, Bargmann und Harish-Chandra disku- 
tierten hermiteschen Darstellungen der Lorentzgruppe, die notwendig unendlich 
sind, erlauben eine Verallgemeinerung der klassischen Spinwellengleichungen. Da- 
bei bleibt (wie übrigens auch bei endlichen Spinwellengleichungssystemen) zwang- 
los die Möglichkeit, daß das Massenglied nicht als c-Zahl, sondern (Hönl, Bopp) 
ebenfalls als Operator angesetzt wird. Hier ist der Operatoransatz jedoch unerläß- 
lich, wenn man nicht eine Häufung der Masseneigenwerte gegen Null zu erhalten 
will. Da man dies nicht zulassen kann, werden die Möglichkeiten für die analytische 
Form des Massenoperators erwünschterweise stark eingeschränkt. F.L. Bauer. 

Malkus, W. V.R.: The interaction of the Dirae magnetie monopole with 
matter. Phys. Review, II. Ser. 83, 899—905 (1951). 

Es ist bekannt, daß ein hypothetischer Diraescher Einzelpol im Feld eines 
Elektrons nicht gebunden werden kann. Verf. untersucht die Frage, ob eine 
Bindung an Atome möglich ist, und gelangt zum Schluß, daß (abgesehen von 
unbekannten Kräften nicht-elektromagnetischer Natur mit den Atomkernen) eine 
Bindung mit einer Energie von der Größenordnung der chemischen Bindungs- 
energien möglich ist. Außerdem wird ein einfacher Versuch beschrieben, der für 
den Fluß der auf die Erdoberfläche einfallenden Einzelpole die obere Schranke 
10=10%/em?sec liefert. Für den Wirkungsquerschnitt der Einzelpolerzeugung durch 
kosmische Strahlung ergibt sich daraus die Abschätzung o <3 - 10-35 cm?. 


M. R. Schafroth. 
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Green, H. S. and K. C. Cheng: The reeiproeity theory of eleetrodynamies. Proc. 
Roy. Soc. Edinburgh, Sect. A 63, 105—138 (1951). 

Ausgehend von der Bagenget Funktion für ein System von Elektronen in 
Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld, untersuchen Verff. die klas- 
sischen Bewegungsgleichungen im Rahmen der Reziprozitätstheorie (Born, dies. 
Zkbl. 35, 272). Es wird dann eine Hamiltonsche Formulierung angegeben und 
der Übergang zur Quantentheorie vollzogen. Die Verff. sind der Ansicht, daß in 
beiden Fällen die üblichen Schwierigkeiten nicht auftreten. G. Höhler. 

Breit, G.: Topies in seattering theory. Rev. modern Phys. 23, 238—252 (1951). 

Probleme aus der Theorie der Proton-Proton- und Proton-Neutron- Streuung. 
Verf. diskutiert insbesondere kritisch die Bedeutung der Variationsmethoden so- 
wie Eigenschaften der von Breit, Condon und Present (dies. Zbl. 15, 134) ein- 
geführten f-Funktion. @G. Höhler. 

Goldberger, Marvin L.: Approximation methods in the theory of seattering. 
Phys. Review, II. Ser 84, 929—938 (1951). 

Im Anschluß an Lippmann und Schwinger (dies. Zbl. 39, 424) gibt Verf. 
eine zeitunabhängige Formulierung des Streuproblems durch zwei Integral- 
gKichungen. Eine davon wurde schon von Heitler in seiner Theorie der Strah- 
lungsdämpfung näherungsweise untersucht und enthält nur Matrixelemente zwi- 
schen Zuständen gleicher Energie. Die Methode wird durch Angabe von Varia- 
tionsprinzipien ergänzt und an Beispielen ausführlich diskutiert. @. Höhler. 

Siegel, Armand: Relativistie correetions in high energy n—p scattering. Phys. 
Review, II. Ser. 82, 194—203 (1951). 

Es könnte sein, daß die bei rund 100 MeV auftretenden Unsymmetrien in 
der Wechselwirkung zwischen P-P und P-N durch relativistische Effekte in 
der Zweinukleonenwechselwirkung bedingt sind, die sich gerade bei diesen Ener- 
gien den vorherrschenden nichtrelativistischen Kräften überlagern. Diese relativi- 
stischen Korrekturen sollen hergeleitet werden. Man benutzt Bornsche Näherung 
und ein von Breit herrührendes Verfahren. Das Wechselwirkungspotential wird 
durch einen Dirac-Operator dargestellt, dessen Matrixelemente die nichtrelativi- 
stische Wechselwirkung bei geringen Energien richtig wiedergeben müssen. Die 
Erweiterungen sind ziemlich willkürlich. Die Dirac-Operatoren werden auf 
Paulische Operatoren reduziert. Dabei erscheinen die unrelativistischen Terme, 
ergänzt durch relativistische Zusatzglieder. Die Festlegung der willkürlichen Kon- 
stanten durch die Meßwerte der 90-MeV N-P-Streuung ist unmöglich. Das heißt, 
man muß schließen, daß auch die nichtrelativistischen Wechselwirkungsterme 
bei diesen Energien zu verändern sind. K.-H. Höcker. 

Bergmann, Otto: Der Begriff des virtuellen Niveaus in der Theorie der elastischen 
Streuung von Neutronen an Atomkernen. Acta phys. Austr. 5, 240—253 (1951). 

Es ist der Zweck der Arbeit, die verschiedenen Definitionen der virtuellen 
Niveaus, die in der Literatur üblich sind, zusammenzustellen und ihren Gültig- 
keitsbereich zu diskutieren. Es wird zunächst ein Abriß der strengen Streutheorie 
nach Guth und Sexl gegeben. Als Potential dient der rechteckige Topf der Weite rg. 
Für reelle Niveaus gilt (x? = 2m e/h?), bei l=0 

N’A:I, legen Kr,) = —NHro- 
Eine entsprechende Definition wird für virtuelle Niveaus benutzt unter Ersatz 
von x durch — x’. Andere Definitionen werden durch Entwicklung des cotg nach 
Potenzen der Energie und Abbrechen nach dem ersten oder zweiten Glied ge- 
wonnen. Sie sind bei entsprechenden Voraussetzungen, die angegeben werden, 
gleichwertig. K.-H. Höcker. 

Kushneriuk, S. A. and M. A. Preston: The scattering phase shifts of two- 
nucleon systems. Proc. phys. Soc., Sect. A 64, 712—725 (1951). 

Das Verfahren von Bethe zur Berechnung der Phase (dies. Zbl. 33, 326) wird 
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ausgedehnt auf Fälle beliebiger Bahndrehimpulse für P-N- und P-P-Streu- 
prozesse unter der Annahme von Zentralkräften, für P-P-Streuprozesse auber- 
dem unter der Wirkung von Tensorkräften. Der Wirkungsquerschnitt für P- und 
F-Zustände wird explizite ausgerechnet. K.-H. Höcker. 

Bransden, B. H.: The scattering of neutrons by deuterons at high energies. 
Proc. Roy. Soe. London, Ser. A 209, 380—396 (1951). 

Wu und Ashkin formulierten das Problem unter Benutzung von Tensorkräften, rech- 
neten jedoch numerisch nur mit Zentralkräften. Hier werden die Streuquerschnitte für Neu- 
tronenenergien von 100, 200 und 300 MeV unter Einschluß der Tensorkräfte ausgerechnet. 
Als Potential dient der Ausdruck von Rarita und Schwinger, mit einem Faktor /,, ver- 
sehen, für den nacheinander ein Austausch gemäß der neutralen, geladenen, symmetrischen 
und der Serberschen Mesonentheorie eingesetzt wird. Die Bornsche Näherung wird benutzt, 
um den totalen elastischen und unelastischen Streuquerschnitt sowie die Winkelverteilung 
zu berechnen. Die neutrale und die geladene Theorie geben durchweg zu große Wirkungs- 
querschnitte. Dagegen passen die Ergebnisse, die man mit der symmetrischen und der Serber- 
schen Theorie erhält, bei 300 MeV mit den Messungen etwa zusammen. Bei 100 MeV sind auch 
sie noch um einen Faktor 2 zu groß. Die Diskrepanz kann an der Bornschen Näherung liegen, 
deren Anwendung bei mäßigen Energien nicht gerechtfertigt ist. Die Ergebnisse des sym- 
metrischen und des Serberschen Ansatzes unterscheiden sich nur in dem Verhältnis @ (ela- 
stisch)/Q (unelastisch). Experimentelle Daten darüber im entsprechenden Energiebereich 
liegen noch nicht vor. Der Einfluß der Tensorkraft drückt sich in einem vergrößerten elastischen 
Streuquerschnitt und in einer vergrößerten Anisotropie aus. K.-H. Höcker. 

Teichmann, T.: On the interpretation of resonance levels and their widths in 
terms of the scattering length and the effective range. Phys. Review, II. Ser. 83, 
141—145 (1951). 

Verf. versucht, eine Verallgemeinerung der Streuquerschnittformel zu geben 
und damit Beziehungen zwischen den das Potential charakterisierenden Größen 
wie Streulänge und Reichweite einerseits und den Parametern der Resonanz- 
niveaus Energie E und reduzierende Breite andererseits aufzustellen. Dabei wird 
die bekannte Streuquerschnittformel aus dem Dispersionsformalismus für eine 
verallgemeinerte Klasse von Potentialen abgeleitet. Es zeigt sich, daß nur im 
Falle der Streuung unter 1 = 0 der Drehimpuls allein durch den Wirkungsquer- 
schnitt o(E) bestimmt ist. K.-H. Höcker. 

Kanazawa, Hideo: On tensor forces and saturation requirements. Progress 
theor. Phys. 6, 126—130 (1951). 

Die Absättigung der Kernkräfte bei schweren Kernen für das allgemeinste 
statische Potential wird in Ergänzung älterer Arbeiten diskutiert. Für reines 
Tensorpotential gibt es bekanntlich kein Absättigungsphänomen. Sobald aber 
Zentralkräfte daneben in geeigneter Kombination verwendet werden, kann auch 
mit Tensorkräften durchaus Absättigung eintreten. K.-H. Höcker. 

Kwal, Bernard: Les diffieultes de la theorie du m6son et des forces nuelöaires. 
Ann. Inst. Henri Poincare 12, 207—222 (1951). 

Die in der Theorie der Mesonen vom Spin Eins (vektorielle und pseudoskalare 
Mesonen in der Kemmerschen Terminologie) auftretenden Schwierigkeiten, 
welche von dem Auftreten eines Gliedes mit 1/r® in dem Potential und von der 
Selbstenergieschwierigkeit herrühren, werden erneut diskutiert, Abänderungen 
an den bisherigen Formulierungen der Grundgleichungen vorgeschlagen und eine 
Anwendung dieser neuen Gleichungen auf Kernprobleme in Aussicht gestellt. 

r ikıe Th. Seal. 

Pursey, D. L.: The interaetion in the theory of beta deeay. Philos. Mag., 
VII. Ser. 42, 1193—1208 (1951). 

Die Arbeit versucht, auf Grund des zur Verfügung stehenden Erfahrungs- 
materials mathematisch die Art der Wechselwirkung bei verbotenen ß-Über- 
gängen zu studieren. Diese werden sich, soweit es sich um die höheren, verbotenen 
Übergänge handelt, nicht notwendig als reine Wechselwirkung vom skalaren, 
vektoriellen, tensoriellen, pseudovektoriellen oder pseudoskalaren Typ darstellen 
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lassen, sondern es können Mischungen zwischen den verschiedenen Typen auf- 
_ treten. Die Mischungsterme werden für das in n-ter Ordnung verbotene ß-Spektrum 
berechnet. Es zeigt sich dann, daß diese Mischungsterme nicht sämtlich unabhängig 
voneinander sein können. Beziehungen werden abgeleitet. Die Ergebnisse werden 
für in 1. Ordnung verbotene Übergänge mit der Erfahrung verglichen. Die Zu- 
ordnung der Übergänge erfolgt auf der Basis des Schalenmodells von Haxel, 
Jensen, Suess und Göppert-Mayer. Die Wechselwirkung bei in 1. Ordnung 
verbotenen Übergängen besteht im wesentlichen in der tensoriellen Kopplung mit 


einer kleinen Beimischung von skalaren oder vektoriellen Kopplungsgliedern. 
K.-H. Höcker. 


Ma, S. T.: Retarded nuclear interaction. Phys. Review, II. Ser. 82, 275—276 
(1951). 

Die mesonentheoretische Wechselwirkung zwischen zwei Protonen und 
Neutronen, wie sie verschiedene Autoren berechnet haben, wird diskutiert. 
In jedem Fall bewirkt die Rückstoßenergie der Teilchen die Retardierung des 
Mesonenfeldes. Gewöhnlich berechnet man diese durch eine Lagrange-Entwick- 
lung. Jedoch ergeben sich hierbei die erste und zweite Näherung bei Abständen 
vomungefähr 2 - 10-13 em von der gleichen Größenordnung. Um dies zu vermeiden, 
ist eine exakte Behandlung wünschenswert. Das ist durch Darstellung im Impuls- 
raum möglich. — Die Formeln von van Hove und Matthews sind gleichwertig 
im Ergebnis, wenn die Nukleonen positive Energie haben. Sobald aber bei einer 
Störungsrechnung negative Energien auch nur in Zwischenzuständen mitspielen, 
treten Unterschiede auf. Diese zeigen die Problematik der Diraeschen Theorie. 
Haben alle mitwirkenden Zustände positive Energie, so divergiert die Wechsel- 
wirkung nach beiden Formeln logarithmisch. Daran werden Folgerungen ange- 
schlossen, in denen die van Hoveschen und Matthewsschen Formeln als Ausdrücke 
für die potentielle Energie in zweiter Ordnung diskutiert werden. K.-H. Höcker. 


Courant, Ernest D.: Direet photodisintegration processes in nuclei. Phys. 
Review, II. Ser. 82, 703—709 (1951). 


Wenn man einen Kern mit y-Quanten anregt, so werden vom Verbundkern wegen des 
Coulombschen Potentialwalles Protonen sehr viel seltener als Neutronen emittiert. Der unter- 
scheidende Faktor liegt bei mittelschweren Kernen zwischen 10? und 10%. Nach Ausweis des 
Experimentes sollte aber der Unterschied sehr viel geringer sein. Da die Versuche, durch 
günstige Annahmen über die Niveaudichte im Endkern ein besseres Ergebnis zu erzielen, 
unbefriedigend ausfielen, griff man zu einer neuen Hypothese über den Ablauf der Reaktion: 
Das Photon wird von einem Proton absorbiert, dessen Energie dadurch so erhöht wird, daß 
es den Potentialwall durchqueren kann. Es wird also kein Verbundkern gebildet. Der Wir- 
kungsquerschnitt für diesen Prozeß ist sehr viel kleiner als der für Bildung des Verbundkerns, 
der jedoch in der Regel durch Neutronenemission abgebaut wird. Für die Durchrechnung 
wird ein rechteckiger Potentialtopf angenommen, in dem Z Protonen die Z niedrigsten Zu- 
stände einnehmen. ‚Jedes Nukleon hat seine eigene, von den andern unabhängige Wellenfunk- 
tion. Es wird der Wirkungsquerschnitt für die Anhebung eines Protons bis ins Kontinuum 
berechnet. Danach wird mit der Wahrscheinlichkeit der Durchdringung des Potentialwalls 
multipliziert. Der berechnete Wirkungsquerschnitt ist auch hier kleiner als der experimentell 
bestimmte, wenn auch die Diskrepanz nicht mehr so groß ist. Verbesserungen werden diskutiert. 
Insbesondere wird versucht, aus der Streuverteilung der emittierten Protonen Hinweise auf 
'eine Korrektur des Potentialverlaufs zu bekommen. K.-H. Höcker. 


Lloyd, Stuart P.: Explieit y — y angular correlations. Phys. Review, II. Ser. 
83, 716—720 (1951). # 

Sendet ein Atomkern durch Änderung seines Kernmomentes, wobei die 
"Änderung die kleinstmögliche sein soll, welche die Auswahlregeln zulassen, hinter- 
einander zwei y-Strahlen (resp. allgemeiner Teilchen) aus, so ist die auf Eins nor- 
mierte „‚Richtungskorrelationsfunktion‘‘ W (©) zwischen den beiden Prozessen ge- 
geben durch W(0) =1-+ 3 A, Pr (c0sO). W (©) bedeutet dabei die Wahrschein- 
lichkeit einer Emission des Strahles (Teilchens) 2 innerhalb eines Winkels © in 
bezug auf die Emissionsrichtung des Strahles (Teilchens) 1, und die A, sind u. a. 
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Funktionen des Anfangs-, Zwischen- und Endmomentes der drei Kernzustände, 


die P, die Legendreschen Kugelfunktionen. Die Koeffizienten A, werden für 


die verschiedenen Multipolstrahlungen analytisch angegeben und in numerischen 
Tabellen auf 4 Dezimalen für die praktisch wichtigsten Fälle (z. B. Dipol-Dipol- 
Strahlung; Dipol-2’ Pol-Strahlung usw.) berechnet. Th. Seal. 


Racah, Giulio: Direetional eorrelation of suecessive nuclear radiations. Phys. 


Review, II. Ser. 84, 910—912 (1951). ) 

Die Richtungskorrelation bei sukzessiven Kernstrahlungen, abhängig vom 
Multipolcharakter und Polarisationsgrad der Strahlung, kann, wie Verf. zeigt, 
selbst im allgemeinsten Fall unter Heranziehung gebräuchlicher gruppentheore- 
tischer Methoden in einfacher Weise berechnet werden. Dabei erweist es sich als 
angemessen, nicht nach Cosinuspotenzen der Winkel, sondern nach Legendreschen 
Polynomen zu entwickeln. Entsprechende, handlicher werdende Tabellenwerke 
sind in Aussicht gestellt. Bemerkenswert ist, daß das Ergebnis auch halbklassisch 
gedeutet werden kann. F. L. Bauer. 


Butler, 8. T.: Angular distributions from (d, p) and (d, n) nuclear reactions. 
Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 208, 559—579 (1951). 

Beim Beschuß eines Kerns mit Deuteronen treten neben echten Streu- und Einfang- 
prozessen auch (d, p)- und (d, n)-Prozesse auf. Das bedeutet, daß das Deuteron aufgespalten 
wird. Das ist wegen des großen Deuteronquerschnitts und der geringen Bindungsenergie gar 
nicht so selten. Nehmen wir an, daß das Neutron eingefangen würde. Dann hat das wegflie- 
gende Proton für die Erhaltung von Energie und Drehimpuls zu sorgen. Dieser Prozeß wird 
ohne Einschaltung eines Verbundkerns berechnet, vielmehr stellt man sich vor, daß das eine 
Nukleon beim Vorbeifliegen an dem Streuzentrum abgestreift wird. Veranlassung zur Auf- 


stellung dieses neuen Rechenschemas ist die empirische Tatsache, daß bei der Winkelver- 


teilung der (d, p)- und (d, n)-Prozesse augenscheinlich hohe einfallende Drehimpulse mit- 
spielen müssen, die mit der Bildung eines Verbundkerns nicht verträglich sind. Die Lösung 
des Problems geht von einer ebenen Welle für das Deuteron aus. Darin werden Proton und 
Neutron durch Vektoren tr, und t, dargestellt. tr, bzw. 1 = (r, 0, ®) ist auf die Einfallsrichtung 


des Deuterons bezogen. Diese ebene Welle trifft auf den Kern mit Radius r,. Der Anschluß | 
an die Eigenfunktion des Endzustandes, repräsentiert durch Kern plus angelagertes Neutron 


und einer weglaufenden Protonenwelle, wird durch Gleichsetzung der Fouriertransformierten 


der Wellenfunktionen vollzogen. Man bestimmt den Wirkungsqauerschnitt schließlich aus 


einer Summe über die bei den verschiedenen, miteinander verträglichen Drehimpulswerten 


bu, Ip, la resultierenden Beiträge. Die zugelassenen Werte von /, sind durch die Spins und die 
Paritäten von Anfangs- und Endkern bestimmt. Die Ergebnisse stimmen mit den bisherigen 
Erfahrungen sehr gut überein. Zur Diskussion werden die Prozesse !°0 (d, p)!’O und N (d, p)EN | 
herangezogen, wobei der Endzustand mehrere verschieden hoch angeregte Zustände einschließ- | 


lich Grundzustand umfaßt. Für die Auswertung und Diskussion künftiger Experimente werden 
eine Reihe von Kurven angegeben. Die Arbeit ist für die direkte experimentelle Nachprüfung 


des Schalenmodells der Atomkerne von grundsätzlicher Bedeutung. Die Drehimpulsquanten- 
zahl, mit der das Neutron angelagert wird, drückt sich in der Winkelverteilung der weg- | 


fliegenden Protonen durch scharfe Spitzen aus. K.-H. Höcker. 


Wolfenstein, L.: Conservation of angular momentum in the statistieal theory 
of nuclear reactions. Phys. Review, II. Ser. 82, 690—696 (1951). 
Nach dem statistischen Modell werden bei der Wechselwirkung von Atom- 


kernen die Bildung des Verbundkerns und dessen Abbau zum beobachteten 


Enndzustand als unabhängig voneinander angenommen. Dabei muß das Dreh- 


moment, dessen z-Komponente und der Symmetriecharakter der Eigenfunktion 
erhalten bleiben. Das gibt bestimmte Auswahlregeln. Insbesondere wird hier die 
Mitwirkung der z-Komponente untersucht. Die Ergebnisse betreffen die Winkel- 
verteilung der auslaufenden Teilchen und geben den Streuquerschnitt in Ab- 


hängigkeit vom Spin des streuenden Kerns im Endzustand. Der Vergleich mit 


der Erfahrung ist teils schwer durchzuführen, teils ist die Übereinstimmung nicht. 


sehr gut. Daraus würde folgen, daß die statistische Theorie nur sehr grobe Annähe- 
rung gibt, wenn man überhaupt von einer Anwendbarkeit reden will. 


K.-H. Höcker. 
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Tiwari, Shiva Yogi: On the charge independence of nuelear forces. Proc. 
“Indian Acad. Sci., Sect. A 33, 155—167 (1951). 

 Empirisch ist das 18-Potential bei Proton-Neutron- Wechselwirkung etwas 
höher als bei Proton-Proton-Wechselwirkung. Schwinger zeigte, daß für den 
Unterschied die magnetische Wechselwirkung zwischen den beiden Nukleonen 
verantwortlich gemacht werden kann. Außerdem sollte eine Differenz durch die 
verschiedene elektrische Rückwirkung der Nukleonen auf das Mesonfeld auf- 
treten. Dies wird hier in statischer Näherung untersucht. Die gewöhnliche Nukleo- 
nenwechselwirkung gemäß der pseudoskalaren und vektoriellen Theorie wird 
durch einen Term H, = S-ontesonteia :Y, dw gestört. =) __ 7 7 : 

2 ı 

Die Störung erweist sich bei zugrunde gelegter pseudoskalarer und vektorieller 
Theorie als gleich. Die Differenz der 18-Niveaus bei N-P- und P-P-Wechselwir- 


2 
kung ergibt sichzuD = ee (4 + log4) = 0,5% des 18-Niveaus des P-P-Paares. 


37 hc 
Das Ergebnis ist nur in seiner Größenordnung verbindlich, da die Art des Ab- 
schneidens in das logarithmische Glied eingeht. K.-H. Höcker. 


King, Sing-Nan: On the binding energies of the nuclei ®Li and ’Li. I. General 
forzhulation. Chinese J. Phys. 7, 445—453 (1950). 

Peng und Chang (dies. Zbl. 41, 134) haben ein zentrales Kernpotential ab- 
geleitet, das die Bindungsenergie von H?, H?, He? und He? in gleich guter Weise 
darstellt: 

V;= Cl 9) +2P Pos HN) +2RP) 0; 99 = run;. 
Die g und f sind Konstanten, P,, ist der Austauschoperator für Spins, C,, und 
N,,; wirken auf Ladungen. Der erste Summand bedeutet eine Wechselwirkungs- 
energie über geladene, der zweite über neutrale Mesonen. Obiges Potential wird 
in der vorliegenden Arbeit für die Berechnung der Bindungsenergie von Li® und Li? 
benutzt. Die Eigenfunktion ist naturgemäß ein Produkt @(t,,13,...,1g) X (01; 09 +08) - 
Die Spineigenfunktionen sind nur für die jenseits der He*-Schale befindlichen 
Nukleonen antisymmetrisch angesetzt. Dagegen wird die Ortseigenfunktion in 
allen 6 Teilchen antisymmetrisiert. Entsprechend bei Li”. Die Ergebnisse (s. nach- 
stehende Referate) stimmen mit den Meßwerten einigermaßen überein. Das Kern- 
potential von Möller und Rosenfeld =, 2 =29, ?=2f) gibt dem- 
gegenüber bei Li® und bei Li? keine Bindung. K.-H. Höcker. 

Yoh, Lung-Fey: On the binding energies of the nuclei ®Li and Li. II. Numerical 
ealeulation for ®Li. Chinese J. Phys. 7, 462—474 (1950). 

Für die Ortsfunktion, die nachher zu antisymmetrisieren ist, wird angesetzt 


b 


© (1,14 13,15; 1%) —exp(-aAe/Y2) ? Its = Al nn BD 23 -24--%-4-ußl 


vAS . 
0 2739 


Die Parameter a und b werden dadurch bestimmt, daß man für die zu berechnende 
Summe von potentieller und kinetischer Energie des Kerns ein Minimum fordert. 
"Die Ergebnisse zeigen, daß man neben den leichtesten Kernen auch das Li mit 
einem Zentralpotential, wenn dies zwei Reichweiten enthält, beschreiben kann. 
Das Verhältnis der Reichweiten sollte mindestens 3 betragen, somit sollte die 
Masse des neutralen Mesons, das dieser Reichweite zuzuordnen ist, mindestens 
dreimal so groß wie die der ##-Mesonen sein. K.-H. Höcker. 
King, Sing-Nan: On the binding energies of the nuelei Li and “Li. III. Numeri- 
cal ealeulations for ?Li. Chinese J. Phys. 7, 481—488 (1950). 
| Hier sollte das Verhältnis der Reichweiten ebenso wie beim Li? nicht ge- 
ringer als 3 sein. Als Ortsfunktion wird angesetzt: 
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DT nennt) — u:v-exp(—aAo/V2). 
12 all u rnrntn lee) + (| 


a 3 y2 Ye 
DD 12 (sshXH+% tt HR u wi nn) 

7 3 4 3 4 
x;, %, sind kartesische Komponenten von L;. K.-H. Höcker. 


Ristiteh, Slobodan: L’existence hypothetigue du neutron double, „dineutron‘ | 
(Zn) dans les processus nucleaires. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 3, No 3/4, 71—76 


und französ. Zusammenfassg. 77 (1951) [Serbisch]. 


Salvetti, Carlo: Criteri di ealecolo di un reattore nucleare. Rend. Sem. mat. fis. | 


Milano 21, 59—81 (1951). 


Auf Grund der Theorien über Neutronenverlangsamung und Neutronen- | 
diffusion werden verschiedene Anordnungen von Kernreaktoren auf ihre Aus- | 


beute, ihre kritische Größe, auf ihr Verhalten bei kurzzeitigem oder bei stationärem 


Betrieb, auf ihre kritische Zeitkonstante, auf den Einfluß einer reflektierenden 


Umhüllung u. a. diskutiert. H. Volz. 

Holte, Gunnar: On the space energy distribution of slowed-down neutrons. II. 
Ark. Fys. 3, Nr. 14, 209—245 (1951). 

Für die Dichteverteilung verlangsamter Neutronen wurden bisher einiger- 
maßen vollständige Ausdrücke nur für den Fall konstanter, d. h. energieunabhän- 
giger freier Weglänge angegeben. Die vorliegende Arbeit versucht, dies auch für 
variables A durchzuführen. Die Transportgleichung wird dabei in Laplace-transfor- 
mierter Form benutzt, wobei für die freie Weglänge der hierfür besonders geeig- 


nete Ansatz A(E) = 3 %, 2)” = I A,er%® eingeführt wird. Auf die Richtungs- 
0 >10) 1 


0) 


verteilung der Neutronen wird dabei nicht eingegangen. Die verwendeten Integra- 
tionsmethoden schließen sich an eine frühere Arbeit an [G. Holte, Ark. Fys. 2, 


Nr. 48, 523 (1950)]. Eine erste Näherung wird gegeben für kleine Abstände und 


beliebiges, langsam veränderliches A. Für den Fall, daß A(E) monoton abnimmt, | 
kann die Rechnung noch weitergeführt werden. Die Ergebnisse werden für den | 
Fall von Kohle und Wasser ausgewertet und im 2. Fall auch mit den Experimenten | 


verglichen. H. Vol. 
Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Boneff, N.: Sur le problöme de Bertrand. Annuaire Univ. Sofia, Fac. Sci., | 


Math. Phys. 46, 183—186 und bulgarische Zusammenfassg. 187 (1951). 


Es wird der Satz aufgestellt, daß Abweichungen des Gravitationsgesetzes 
von der Newtonschen Form unter keinen Umständen so beschaffen sein können, | 
daß das wahre Gravitationsgesetz eine Abhängigkeit von der Richtung aufweist. ' 


Das würde einem von Painleve aufgestellten Zusatz zum Kausalitätsgesetz wider- 


sprechen, wonach Einflüsse, die materielle Körper aufeinander ausüben, mit 


wachsender relativer Entfernung abnehmen müssen. F. Schmeidler. 


Eichhorn, Heinrieh: Die Genauigkeit einer Kreisbahnbestimmung. Österreich. 


Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-Ber., Abt. IIa 160, 251—266 (1951). 
Die Aufgabe, die Genauigkeit einer Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen 


zu ermitteln, ist gelöst, wenn es gelingt, die Variationen der Kegelschnittselemente | 


als Funktionen der Variationen der Beobachtungsgrößen (Länge und Breite der drei 
Planetenörter) darzustellen. Für den allgemeinenFallderBahnbestimmung führt dieses 
Verfahren auf außerordentlich komplizierte Rechnungen, und verschiedene Autoren 
(Harzer, Banachiewiez, Steins) haben deshalb Näherungslösungen dieses Pro- 
blems versucht. Verf. gibt eine exakte Lösung für den Fall einer Kreisbahn an, in dem 
die Formeln noch verhältnismäßig einfach und übersichtlich bleiben. K. Stumpff. 
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Masotti, Arnaldo: Osservazioni sui moti Kepleriani. Ist. Lombardo Sci. Lett., 


— Rend., Cl. Sci. mat. natur. 84, 345—353 (1951). 


Call V, E and M respectively the true, eccentrie and mean anomaly of a 
planet. Various characterizations (in terms of mean values) are given of the points 
at which the differences |V — E|, |V — M|, |E — M| are maximum. For instance, 
the points at which |/ — M | is maximum, are such that in it the intensity of the 
sun’s attraction attains its mean value with respect to the time. M.M. Peixoto. 

Lindblad, Bertil: An approach to the dynamies of stellar systems. Proc. 
Berlekey Sympos. math. Statist. Probability, California July 31 — August 12, 
1950, 387—402 (1951). 

Verf. gibt einen kurzen Abriß seiner Theorie der Entstehung der Spiralnebel. 
Die Theorie basiert auf zwei Grundgedanken: 1. In einem abgeplatteten Stern- 
system entstehen Dichtewellen. 2. Die Sternsysteme haben einen „scharfen“ 
Rand mit steilem Potentialgradienten. Eine Dichtewelle, die mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit um die Drehachse im Systemzentrum rotiert, liefert den 
„Balken“ in den sogenannten „barred spirals‘‘ (Beispiel NGC 1300). Die ursprüng- 
lichen Kreisbahnbewegungen der Sterne im System werden zu Oszillationen längs 
des Balkens. Am Rande des Systems entstehen auf Grund des steilen Potential- 
gefälles, insbesondere an den ‚„‚Balkenenden‘, Instabilitätszonen für Kreisbahnen, 
aus denen Sterne in spiralförmige Bahnen treten. Diese in Spiralen laufenden 
Sterne rufen durch Gezeitenwirkung ein ‚„Abschälen‘ weiterer Sterne vom Rande 
des Systems hervor. Die Spiralarme sind nach dieser Theorie Bahnen der Sterne 
selbst. Die verschiedenen Erscheinungsformen der Spiralnebel werden als Parallel- 
entwicklungen in dem Sinne angesehen, daß entweder in manchen Systemen die Ent- 
stehung von Dichtewellen vorherrschend war oder in anderen der Randeffekt. Fricke. 

Henyey,L.6.:Hydrodynamical description of stellar motions. Proc. BerkeleySym- 
pos. math. Statist. Probability, California July31 — August 12, 1950, 441—448 (1951). 

Nach einer Beschreibung der im Sternsystem beobachteten Geschwindigkeits- 
verteilung wird gezeigt, welchen Bedingungen diese Verteilungsfunktion durch die 
sechsdimensionale Kontinuitätsgleichung (im Phasenraum) unterworfen ist. Die 
Arbeit enthält eine kurze Zusammenfassung bereits bekannter Ergebnisse. Fricke. 

Maravall Casesnoves, Dario: Untersuchungen über Form und Rotation der 
Milchstraßensysteme. Euclides, Madrid 11, 118—123 (1951) [Spanisch]. 

Die Untersuchungen des Verf. über Form und Rotation der Milchstraßen- 
systeme basieren auf zwei Annahmen: 1. Das System ist stark abgeplattet und 
besitzt eine äquatoriale Symmetrie-Ebene. Das Problem läßt sich in erster Nähe- 
rung als ein ebenes behandeln. 2. Die Rotationsachse des Systems ist in Ruhe. 


‚Die vom Gesamtsystem auf diese ausgeübte Anziehungskraft ist daher gleich Null. 


Die Ableitung des Potentials verschwindet also ebenfalls; das Potential muß einen 
Extremwert annehmen. Damit liegt ein ebenes Variationsproblem vor, das folgende 
Ergebnisse hat: 1. Die Sterne im Innern des Systems ordnen sich im Falle stati- 
schen Gleichgewichtes in logarithmischen Spiralen an. 2. Durch die Rotation des 
Milchstraßensystems werden die Spiralarme deformiert und abgeplattet. 3. Die 


_ Winkelgeschwindigkeit eines Sternes ist umgekehrt proportional der Quadratwurzel 


aus der dritten Potenz des Sternabstandes von der Rotationsachse. K. Eberlein. 
Kurth, R.: Die Masse der Kugelsternhaufen. Z. Astrophys. 29, 26—28 (1951). 
Die Masse eines Kugelsternhaufens wird aus den bekannten Radial- 

geschwindigkeiten von Haufensternen unter Anwendung des Virialsatzes ab- 

geschätzt. Dazu ist die Annahme einer bestimmten Massenverteilung im Haufen 


“ nötig. Es wird angenommen, daß die Massenverteilung durch eine Punktmasse 


Dan — "A VE 


im Haufenzentrum und eine homogene Verteilung angenähert beschrieben werden 


“ kann. Es ergeben sich Massen der Kugelsternhaufen von der Größenordnung einer 
: Million Sonnenmassen. W. Fricke. 
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Kurth, R.: Die Entwieklung der Kugelsternhaufen. Z. Astrophys. 29, 33—65 | 


1951). j 
Die Entstehung der Kugelsternhaufen wird aus folgender Anfangsverteilung der Materie 
angenommen: Vor einer endlichen Zeit war die Materie angenähert homogen aber mit zu- 
fälligen Dichteschwankungen verteilt. Es existierte eine Maxwellsche Geschwindigkeitsvertei- 
lung mit geringer Geschwindigkeitsstreuung. Dichtemaxima stellten Anziehungszentren für 


die Materie dar, aus denen Kugelsternhaufen und in höherer Ordnung Galaxien entstanden, | 
die durch Kontraktion ihre jetzige Struktur annahmen. Die Kontraktion wird beschrieben 
durch die Grundgleichungen der Stellardynamik: Kontinuitätsgleichung im sechsdimensionalen | 


Phasenraum ohne Berücksichtigung von Sternbegegnungen und durch die Poissonsche Glei- 
chung. Eine streng homogene Materieverteilung bleibt während der Kontraktion nach diesen 


Gleichungen homogen und ist als Anfangsverteilung unbrauchbar (enthält implizit die An- | 
nahme unendlicher Masse). Für eine inhomogene Anfangsverteilung wird das Problem folgender- | 


maßen gelöst: Zu einer gegebenen Anfangsverteilung F(w;, x:) zur Zeit t = t, mit «, als Ge- 
schwindigkeits- und x; als Raumkoordinaten wird die Dichte und das Potential bestimmt. 
ü; und &; seien dann die ersten Integrale der Newtonschen Bewegungsgleichungen, die mit 


dem Potential gefunden werden. Dann ist F(%:, &) eine Näherungslösung des Problems. Für 
kugelsymmetrische Systeme ist die Lösung durch Quadraturen möglich. Allgemeiner können | 


explizite Lösungen durch Linearisierung (räumliche und zeitliche Mittel) gefunden werden. 
Eine zweite Methode, die nur auf kugelsymmetrische Systeme anwendbar ist, entwickelt die 
auftretenden Funktionen nach Potenzen der Zeit. Sie ist im Gegensatz zur ersten Methode 


nur auf kleine Zeitintervalle anwendbar. — Als Anfangsdaten für reale Sternhaufen werden 

geschätzt: Alter 10’—108 Jahre, Dichte 10-?—10-? Sonnenmassen pro pc?, Radius 10? pc, 
1 5 

Geschwindigkeitsstreuung 100 kmjsec-t. W. Fricke. 


Seott, Elizabeth L.: Statistical studies relating to the distribution of the spectro- 
seopie binaries. Proc. Berkeley Sympos. math. Statist. Probability, California 
July 31 — August 12, 1950, 417—435 (1951). 

Die Identifizierbarkeit eines spektroskopischen Doppelsterns hängt außer von 


der Genauigkeit der Radialgeschwindigkeitsmessungen wesentlich von den Bahn- 


elementen des Doppelsterns selbst ab. Für die Auffindungswahrscheinlichkeit 
werden graphische Darstellungen und Tabellen gegeben, die diese Abhängigkeit 
zeigen, ferner werden die Wahrscheinlichkeiten für die richtige Bestimmbarkeit 
der Elemente graphisch und tabellarisch gegeben. W. Fricke. 

Hoerner, Sebastian von: Eine Methode zur Untersuchung der Turbulenz der 
interstellaren Materie. Z. Astrophys. 30, 17—64 (1951). 

Es wird geprüft, inwieweit das Spektralgesetz von Kolmogoroff für isotrope stationäre 
Turbulenz in einer kompressiblen Flüssigkeit auf interstellare Gasnebel anwendbar ist. Das 
Gesetz sagt über das Spektrum der Turbulenz aus, daß die quadratisch gemittelte Geschwindig- 
keitsdifferenz je zweier Gasteilchen proportional zur dritten Wurzel aus ihrem gegenseitigen 
Abstand ist. Das Gesetz wird geprüft an Hand von Radialgeschwindigkeitsmessungen am 


Örionnebel, in dem Messungen an 85 verschiedenen Punkten vorliegen. Für die Rechnungen | 


werden zwei verschiedene Modelle des Nebels zugrunde gelegt: 1. Der Nebel wird als völlig 
durchsichtig angesehen, so daß die Radialgeschwindigkeit in einem Meßpunkt ein Mittelwert 
über die Tiefe des Nebels sein muß. 2. Der Nebel wird als undurchsichtig angenommen, so daß 
nur Bewegungen in einer Oberflächenschicht gemessen werden. Eine Punktpaarstatistik zeigt 
das Anwachsen der Relativgeschwindigkeit als Funktion des Abstandes und bestätigt das 


Vorhandensein eines Turbulenzspektrums im Orionnebel. Andererseits bestehen Abweichungen | 


zwischen empirischem Befund und Kolmogor offs Gesetz, die darauf schließen lassen, daß weder 
die Bedingung der Anisotropie noch der Inkompressibilität hinreichend erfüllt sind. W. Fricke. 

Lemaitre, Georges: Modeles möcaniques d’amas de nöbuleuses. Acad. Roy. 
Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 37, 291—306 (1951). 

Als Fortsetzung einer früheren Note des Verf. (dies. Zbl. 6, 377) wird die 
Bildung von Nebelhaufen als quasi-isotrope Kondensationen im expandierenden 
Universum studiert. Aus den Geschwindigkeiten, die Funktionen des Ortes und 
der Zeit sind, können räumliche Dichten und Feldstärken ermittelt werden. Geht 


man von einer infinitesimalen Kondensation im Gleichgewichtszustand des expan- | 


dierenden Universums aus, so können die Nebelgeschwindigkeiten in der Konden- 
sation als Funktion des Ortes und der Zeit für Zustände, die dem Gleichgewichts- 
zustand benachbart sind, angegeben werden. W. Fricke. 


